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RESUMO

Nesta monografia discutiremos o problema da biclique induzida balanceada maxima, algumas
aplicacdes nos dias atuais e o estado da arte do problema. Além disso, apresentaremos um
algoritmo exato baseado no método da Bonecas Russas para o problema. Apresentaremos
uma compara¢do com o algoritmo de Branch-and-Bound do estado da arte apresentado em
(MCCREESH; PROSSER, 2014).

Grafos Bipartidos. Algoritmos. Branch and Bound



ABSTRACT

In this undergraduated thesis, we will discuss the Maximum Balanced Induced Biclique Problem,
some applications in the present day and the state of the art of the problem. In addition, we will
present an exact algorithm based on the Russian Dolls method for the problem. We will present
a comparison with the state-of-the-art Branch-and-Bound algorithm presented in (MCCREESH;
PROSSER, 2014).

Keywords: Graph. Biclique. Russian Dolls. Bitset
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1 INTRODUCAO

Um grafo € uma estrutura matemaética natural para modelar relacdes entre dados. A
detec¢do de padrdes nos relacionamentos entre os dados ndo € uma tema de interesse puramente
académico, ele possui um longo histérico de aplicacdes relevantes. Um exemplo interessante
emerge no contexto de redes sociais. Um usudrio de uma rede social ndo tem apenas amigos,
mas ele possui caracteristicas especificas de perfis: filmes que assistiu, livros que leu e grupos
de usudrios que ele pertence. A relacdo entre os usudrios e suas caracteristicas sdo capazes de
descrever um perfil em uma rede social. Essas informagdes sdo extremamente relavantes para
sistemas de recomendacdo de caracteristicas ou usuarios. Também podemos modelar a relacao
dos genes com um subconjunto de condicdes (por exemplo, condi¢des que representam doengas).
Dessa maneira, podemos descobrir os genes mais relacionados com certos tipos de doengas.
Esses tipos de informagdes podem ser extremamente tteis para o desenvolvimento de novos
farmacos.

O foco deste trabalho serd na deteccao de uma subestrutura densa fundamental
chamada biclique. Uma biclique, ou subgrafo bipartido completo, € um par de subconjuntos
disjuntos {A,B} tal que existe uma aresta ligando todo vértice de A para todo vértice de B.
Por exemplo, considere um grafo relacionado com as redes sociais, onde existem dois tipos de
vértices, usuarios e filmes. Existe uma aresta entre um usudrio € um filme se o usuario avaliou
positivamente o filme. Uma biclique no grafo consiste em um conjunto de usudrios U e um
conjunto de filmes F' tal que todo usudrio de U gostou de todo filme de F. Essa informagdo é
extremamente importante para entender e predizer os proximos filmes que ele pode gostar. Uma
biclique é balanceada se |U| = |F|, e induzida se ndo existe uma aresta entre dois vértices de
U e dois vértices de F'. O problema da biclique induzida balanceada maxima € encontrar uma
biclique induzida balanceada de maior cardinalidade em um grafo arbitrério.

O problema da biclique induzida balanceada maxima em grafos arbitrarios ¢ NP-
Dificil (MCCREESH; PROSSER, 2014). A menos de P = NP, ndo se conhece uma solucao
polinomial para o problema. Em (MCCREESH; PROSSER, 2014), um algoritmo de branch-and-
bound combinatério € apresentado para o problema combinando diversas técnicas.

Em (TRUKHANOV et al., 2013), um framework algoritmico de propdsito geral
exato baseado no método das bonecas russas para resolver problema de encontrar um subconjunto
de vértices maximo satisfazendo um propriedade II interessante, ndo trivial, que seja hereditdria

nos subgrafos induzidos. O algoritmo € adaptado para resolver o problema do k-plex méximo,
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clique s-deficiente mdxima.

Esse mesmo framework foi aplicado anteriormente para o problema da clique méxima
(OSTERG&RD, 2002), problema da clique maxima ponderada (OSTERGARD, 1999), problema
da cobertura tripla de Steiner (OSTERGARD; VASKELAINEN, 2011), problema do subtorneio
transitivo maximo (KIVILUOTO; OSTERGARD; VASKELAINEN, 2014) e o problema do
melhor churrasco combinatério (OSTERGARD; VASKELAINEN; MOSIG, 2007).

Em (SHAHINPOUR, 2013), um algoritmo para o problema da biclique méxima é
apresentado utilizando o framework apresentado por (TRUKHANOV et al., 2013). Vale salientar
que o problema da biclique maxima cumpre as propriedades para a utilizacdo do framework,
enquanto o problema da biclique mdxima balanceada ndo.

O algoritmo do estado da arte para o problema da biclique induzida balanceada
maxima € o algoritmo proposto por (MCCREESH; PROSSER, 2014). Este algoritmo utiliza
vdrias técnicas, dentre as principais, podemos citar:

1. Limite superior baseado na particao em cliques;

2. Estratégia de ramificacdo em largura baseada na parti¢do de cliques;
3. Paralelistmo de bits;

4. Alternancia de paramétros durante as chamadas recursivas.

5. Ordem estética dos vértices.

Nesta monografia, apresentaremos um algoritmo exato de bonecas russsas utilizando
algumas técnicas apresentadas em (MCCREESH; PROSSER, 2014). No capitulo 2,
apresentaremos alguns trabalhos relacionados, no capitulo 3, € apresentada a fundamentagao
tedrica necessdria para a leitura do texto, no capitulo 4 teremos os materiais e métodos utilizados
durante a criac¢do deste trabalho, no capitulo 5, serdo exibidos os algoritmos e resultados obtidos
no decorrer do trabalho, no capitulo 6 discutiremos sobre os resultados gerais do trabalho e no

capitulo 7 estdo escritas as consideracdes finais.
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2 TRABALHOS RELACIONADOS
2.1 Algoritmo de Branch-and-Bound

Em (TOMITA; SEKI, 2003) é desenvolvido um algoritmo de Branch-and-Bound
para o problema de encontrar a maior clique em um grafo arbitrdrio. No trabalho ¢ utilizada
uma técnica de coloragdo aproximada como critério de corte nas ramificacdes do algoritmo. Os
resultados mostraram que o algoritmo desenvolvido por (TOMITA; SEKI, 2003) possuia um
desempenho bem melhor que o algoritmo de estado da arte daquele periodo.

Em (MCCREESH; PROSSER, 2014), é apresentado um algoritmo de branch and
bound combinatdrio utilizando as seguintes técnicas:

1. Procedimento para quebra de simetria obtido através da alternancia da passagem dos
pardmetros nas chamadas recursivas;

2. Procedimento de limite superior baseado em uma heuristica de parti¢do em cliques;

3. Uma ordem estética dos vértices para a construcdo das parti¢cdes em cliques. Essa ordem
estdtica evita que a reordenacdo dos vértices seja executada toda vez que a heuristica de
particdo de cliques € realizada;

4. Estratégia de ramifica¢do baseada em uma ordem induzida pelas parti¢des em cliques.

Além desses componentes, em (MCCREESH; PROSSER, 2014) ¢ utilizado uma
estrutura de dados, usada para representar a adjacéncia de cada vértice, chamada de vetor de
bits. Os vetores de bits sdo estruturas de dados capazes de realizar o mapeamento de cada bit
individualmente. Esse tipo de estrutura de dados tem duas vantagens bdésicas:

e Permite uma redu¢c@o na memoria utilizada na representagao;

e Paralelizar certas operacdes realizadas durante o algoritmo. Esse tipo de paralelismo €
chamado de paralelismo de bits. A utilizacao desta ténica pode ser encontrada em diversos
problemas como (MCCREESH; PROSSER, 2014), (SEGUNDO et al., 2013) e (CORREA
et al., 2014).

Comparamos os resultados computacionais do nosso trabalho com os resultados
obtidos em (MCCREESH; PROSSER, 2014), tornando possivel, assim, visualizar de forma

comparativa a performance do nosso trabalho em comparagdo com o estado da arte do problema.
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2.2 Bonecas Russas

O método das Bonecas Russas foi proposto originalmente em (VERFAILLIE;
LEMAITRE; SCHIEX, 1996) para problemas de satisfacio de restricdes. De maneira
independente, Ostergaard aplica o método ao problema da clique ponderada em (OSTERGARD,
1999).

Em (VASKELAINEN et al., 2010), fica claro que, a0 modificarmos um algoritmo ja
existente, inserindo a técnica das Bonecas Russas, pode ser possivel obter resultados melhores
quando comparado ao algoritmo original.

Também utilizado em (SANCHEZ et al., 2009) para problemas de processamento de
modelos gréificos e em (VASKELAINEN et al., 2010) para o problema de Steiner triple covering,
o método das bonecas russas se mostrou util na obtencao de bons resultados e foi recomendado
para aplica¢do em outros problemas pelos autores de ambos os artigos.

(TRUKHANOV et al., 2013) estende a aplicagdo do método para resolver problemas
relacionados a encontrar um subconjunto méximo satisfazendo uma propriedade que seja
hereditdria nos subgrafos induzidos. O framework € adaptado para duas propriedades
hereditdrias em grafos k-plex e clique s-deficiente.

Em (SHAHINPOUR, 2013), o método € aplicado ao problema da biclique induzida
(uma propriedade hereditdria nos subgrafos induzidos).

Neste trabalho, mostramos que mesmo quando uma propriedade nao € hereditdria
nos subgrafos induzidos, como € a biclique induzida balanceada, € possivel desenvolver um
algoritmo de bonecas russas.

(VERFAILLIE; LEMAITRE; SCHIEX, 1996) deixa claro que inserir um limite
superior melhor do que j4 estd sendo utilizado pode possibilitar um desempenho melhor quando

comparado ao mesmo algoritmo utilizando apenas um limite superior.
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesta se¢do serdo apresentados conceitos sobre grafos, algoritmos de aproximacao e
técnicas utilizadas em algoritmos relacionados a grafos. A seguir serdo explicados os conceitos
necessdrios para entendimento deste trabalho. As linhas com bordas retangulares nos algoritmos
deste trabalho sao os locais onde € possivel utilizar o paralelismo de bits.

A fundamentacdo tedrica tem como base as explicacdes presentes em (OSTERGARD,
2002), (TOMITA et al., 2010), (VERFAILLIE; LEMAITRE; SCHIEX, 1996), (SANCHEZ et
al., 2009) e (VASKELAINEN et al., 2010), onde muitos dos conceitos que se aplicam a este

trabalho sdo explicados e utilizados.

3.1 Grafos

Um grafo simples G é um par ordenado (V, E) composto por um conjunto finito de
vértices V = {v1,v2,...,v)y|} € um conjunto de arestas E C {(u,v) : u,v € V,u # v}. Para todo
grafo G, denotamos V(G) e E(G), respectivamente, os conjuntos de vértices e o conjunto de
arestas de G. Os grafos utilizado neste trabalho serdo grafos simples e ndo direcionados, ou seja,

a aresta (u,v) é igual a aresta (v,u). Na Figura 1, podemos ver um exemplo desse tipo de grafo:

Figura 1 — Grafo G(V,E),onde V = {a, b, c,d} e E={(a, b), (a, d), (a, ¢), (b, ¢)} - Fonte: Préprio
autor

Um grafo H é dito um subgrafo de G, se V(H) CV(G) e E(H) C E(G). Um grafo
¢ dito um subgrafo induzido por S, denotado por G[S], se G[S] = (S,E(G)N (S x S)). Na Figura

2, temos um exemplo de um subgrafo induzido H de G.
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Figura 2 — Grafo H subgrafo do grafo G da Figura 1 - Fonte: Préprio autor

Um conjunto independente ¢ um conjunto de vértices onde ndo ha aresta conectando
dois vértices daquele conjunto. Conjuntos independentes disjuntos € um grupo de conjuntos
independentes em que a intersecdo de quaisquer dois conjuntos independentes do grupo € vazia.

Um grafo é chamado de um grafo k-partido se V pode ser particionado em k conjuntos
independentes disjuntos. Quando k = 2, o grafo k — partido € chamado de bipartido. Um grafo
bipartido pode ser denotado da seguinte maneira G = (AUB,E), onde A e B sdo conjuntos
independentes, E C {{u,v} :u € A,v € B}. Na Figura 3, temos um exemplo de grafo bipartido
G(AUB,E).

Figura 3 — Grafo bipartidlo G = (AU B,E), onde A = {a,b,c},B = {f,d,e} ¢ E =
{{c,f}.{c,d} {a, f}.{a,d},{a,e},{b,e}} Fonte: Préprio autor

Uma clique C de G € um subgrafo de G tal que todo par de vértice de C € adjacente
entre si, ou seja, Vu,v € C,u #vA{u,v} € E(G). Na Figura 4, temos um exemplo de uma clique

C de G com cardinalidade 3.
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as

Figura 4 — Exemplo de Clique - Fonte: Préprio autor

Um par de subconjuntos disjuntos A e B de V é chamada uma biclique C de G se
existe uma aresta (a,b) € E(G), paratodo a € A e b € B. Dessa maneira, o conjuntos de aresta de
C forma um subgrafo bipartido completo, também chamado de biclique de G. Uma biclique

C = AUB serd induzida se A e B sdo conjuntos independentes. Na Figura 5, podemos ver uma

biclige induzida {a,b} U {c,d,e}.

Figura 5 — Exemplo de biclique com A = {a, b} e B = {c, d, e} - Fonte: Proprio autor

Uma biclique é dita balanceada quando |A| = |B|. Veja Figura 6.

Figura 6 — Exemplo de biclique balanceada com A = {a, b, c} e B = {d, e, f} - Fonte: Préprio
autor
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Uma biclique balanceada C* de G ¢é dita maxima biclique balanceada se nio existe
uma biclique balanceada C de G, onde C* # C e |C| > |C*|.

Definimos o tamanho da clique maxima de um grafo G como ®(G). A parti¢do
em cliques € o ato de particionar os vértices de um grafo em conjuntos, onde cada conjunto é
uma clique. Em (MCCREESH; PROSSER, 2014) ¢ introduzido o simbolo @&(G) para definir o
tamanho da biclique méxima induzida (IAl + IBl).

Uma parti¢do do conjunto A € uma cole¢do A1,A»,...,A, de subconjuntos ndo vazios
tal que | Jj_ ;A=A e A;NA; =0, para todo i # j.

Uma parti¢do em cliques de G é uma parti¢do do conjunto de vértices V(G) em
cliques K1,K>, . .., K. O menor nimero de cliques de uma parti¢do em cliques é denotado 0(G).

O menor nimero de clique de uma parti¢do em cliques é um limite superior para & (G) /2.

®(G)/2 < 6(G) 3.1)

3.2 Algoritmo de MCCREESH; PROSSER, 2014)

O algoritmo de (MCCREESH; PROSSER, 2014) ¢ o algoritmo de estado da arte e
também o algoritmo base utilizado na nossa implementa¢do de uma solucio para o problema. O
algoritmo serd detalhado neste capitulo e posteriormente comparado ao nosso algoritmo.

Basicamente, um algoritmo de Branch-and-Bound € um algoritmo de enumeracao
implicita. As estratégias de poda permitem que vérios subproblemas possam ser implicitamente
enumerados sem prejudicar a obtencao da solugcdo 6tima.

Um subproblema pode ser definido por (A,B,PA,PB,LB), onde A e B definem a
biclique atual ja construida (ndo necessariamente balanceada), PA representa os vértices que
podem entrar na parti¢cdo A e PB os vértices que podem entrar na particao B e LB é o tamanho
da maior biclique encontrada dividida por 2, ou seja, o tamanho de um dos lados da biclique
balanceada.

O seguinte teorema define uma condicao trivial para a poda de um subproblema.

Teorema 1. Seja (A,B,PA, PB,LB) um subproblema da biclique balanceada mdxima. Se |A| +
|PA| < LB ou |B|+ |PB| < LB entdo ndo existe nenhuma biclique balanceada (A*,B*) com

|A*| = |B*| > LB tal que A*\ A C PA e B*\ B C PB.
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Demonstragdo. Suponha por absurdo que |A| + |PA| < LB ou |B|+ |PB| < LB e que existe uma
biclique balanceada |A*| = |B*| > LB. Por hipétese, |A*| > LB. Como A*\ A C PA, temos que
|A*| < |A[ +|PA]. Logo,

LB < |Ax| <= |A|+ |PA|

Contradizendo o que foi assumido inicialmente.

Algorithm 1 Algoritmo de Branch-and-Bound Simples

1: function BICLIQUE(G = (V,E))

2 (Amaxs Bmax) < (0,0)

3 expand(G,0,0,V(G),V(G),Amax, Bmax)
4 return (A, Bmax)

5: end function
6
7
8
9

: function EXPAND(G,A, B, PA, PB, Aax, Bmax)

for v e PA do
if |A| 4+ |PA| > |Amax| € |B| 4+ |PB| > |Bpax| then

: A+ AU{v}
10: PA <+ PA\{v
11: PA' < PANN(v)
12: PB' + PANN(v)
13: if |[A| = |B| e |A| > |Ajax| then
14 (Amaxs Bmax) < (A, B)
15: end if
16: expand(G,B,A,PB’, PA" Byyux,Amax)
17: A—A\{v}
18: end if
19: end for

20: end function

O algoritmo 1 apresentado em (MCCREESH; PROSSER, 2014) foi a base para o
desenvolvimento da solu¢do desenvolvida no artigo e, seu funcionamento, apesar de simples,
possui uma diferenca na ramificagdo dos subproblemas.

Em subproblema (A, B, PA,PB,LB), cada vértice de v € PA dd origem um novo
subproblema. Esse subproblema vai enumerar todas as bicliques induzidas balanceada contendo
o vértice v. Depois disso, o vértice v pode ser removido de PA. Note que ndo vamos considerar

os vértices que podem entrar no conjunto B. Isso € possivel pois a chamada do algoritmo
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recursivo realiza a alternancia dos grupos, por exemplo, na execu¢do do subproblema
(A,B,PA,PB,A,4x, Bimax), a chamada recursiva serd para (B,A, PB,PA, Biax,Amax), assim, 0s
grupos sdo solucionados alternadamente, fazendo com que ndo seja aumentado apenas um dos

lados sem que seja possivel aumentar o outro.

Algorithm 2 Algoritmo de cliqueSort
1: function CLIQUESORT(G, P)

2: bounds < vetor de inteiros
3: order < vetor de inteiros
4: P <P
5: k<1
6: i1
7: while P’ # 0 do
8: Q<+ P
9: while Q # 0 do
10: v <— primeiro elemento de Q
11: P+ P'\v
12: Q<+ ONN(G, V)|
13: bounds|i] < k
14: orderli] < v
15: i+—i+1
16: end while
17: k+—k+1
18: end while

19: end function

A funcao cliqueSort produz dois vetores. O vetor bounds contem os limites do
tamanho do maior conjunto independente: o subgrafo induzido pelos vértices I até n do order
ndo pode possuir um conjunto independente maior que o valor de bounds[n]. O vetor order
contém os vertices de P em uma ordem que € utilizada da direita para a esquerda, repetidamente
removendo o valor mais a direita e ramificando o valor do vértice v.

Esses vetores sdo construidos na funcao cligueSort da seguinte forma: A varidvel P
guarda quais vértices ainda nio foram alocados para uma clique e inicialmente (linha 4) contém
todos os vértices do parametro P. Enquanto existirem vertices nao alocados (linha 7), de forma
gulosa é construida uma nova clique. A varidvel Q (line 9) guarda os vértices que podem ser
adicionados a essa nova clique . Na linha 10 € selecionado um vértice v € Q, adicionado v a
clique e na linha 12 sdo removidos de Q quaisquer vértices que ndo sao adjacentes a v (assim
todos os vértices em Q serdo adjacentes aos vértices existentes na nova clique). Continuam-se

adicionando vértices a nova clique (isto €, adicionando-se vértices ao vetor order com sua
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respectiva clique adiciona ao vetor bounds) até que Q esteja vazio (linhas 13 e 14), indicando
que nao € possivel continuar. Nesse ponto, uma nova clique € criada (linha 17 voltando para a
linha 7) e € verificado se existem vértices ainda nao alocados.

O seguinte teorema define uma condi¢do de poda baseado na particdo de cliques

gerada pela fungdo cliqueSort.

Teorema 2. Seja (A,B,PA,PB,LB) um subproblema da biclique balanceada mdxima. Seja
bounds e orders vetores produzidos pela fungdo cliqueSort(G,PA). Se bounds[i] + |A| < LB
entdo ndo existe uma biclique balanceada (A*,B*) tal que |A*| > LB e

A*\ A C {orders[1],orders[2],..., orders]i]}.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que boundsli] + |A| < LB e que existe uma biclique

balanceada (A*,B*) tal que |[A*| > LB e A*\ A C {orders[l],orders|2],... ordersi]}. Seja

m = bounds[i].  Entdo {orders[l],orders[2],... orders[i]} pode ser particionado em
K1,K3,..., Ky cliques. A*\ A pode conter no maximo um vértice de cada clique K;.
[AT\NA] < om
|A*| —|A] < boundsli] -
|A*| < bounds[i]+|A| < LB

A%

IA

LB

Contradizendo o que foi assumido inicialmente.
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Algorithm 3 Algoritmo de ordenacdo inicial dos vértices

1: function ORDENACAO(G)

2 7t < vetor de inteiros

3 usado < vetor de booleanos
4: grau < vetor de inteiros

5: delta <+ 0
6

7

8

9

for ve V(G) do
grau[v] <0
for u € V(G) do
if (u,v) € E(G) then

10: grau[v] < grau[v] +1
11: if grau[v] > delta then
12: delta <+ grau|v|
13: end if
14: end if
15: end for
16: end for
17: count < |V(G)|
18: repeat
19: min < delta+1
20: p<+——1
21: forve V(G) do
22: if —usado[v] A grau[v] < min then
23: min < grau(v]
24: p<v
25: end if
26: end for
27: Tt[count] < p
28: usado[p] < true
29: count < count — 1
30: for u € V(G) do
31 if ~usado[u| Nu# p A (p,u) € E(G) then
32: graulu] < grauu] — 1
33: end if
34: end for
35: until count > 1
return 7

36: end function

O Algoritmo ORDENACAO retorna um vetor de inteiros com os vértices ordenados
em critério de grau. Inicialmente sdo criados 3 vetores e uma varidvel inteira(linhas 2 a 5), @
€ onde ficardo armazenados os vértices ordenados, usado armazena se o vértice ja foi ou ndo
processado(i foi processado se usadoli] é verdade), grau armazena o grau do vértice(o grau do
vértice i € grauli]) e a varidvel delta armazena o maior grau encontrado. Processando todos os

vértices do grafo(linha 6), primeiramente atribui-se o grau 0 para aquele vertice(linha 7), depois,
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para cada vizinhos de v(linhas 8 € 9), seu grau ¢ aumentado em 1(linha 10) e se o grau atingido
se torna o maior ja encontrado, o valor é armazenado em delta(linhas 11 e 12).

Agora, é necessario ordenar esses vértices, e para indicar quantos vértices ainda
faltam ser ordenados, utilizamos count inicialmente com o nimero total de vértices e vamos
decrementando o valor em 1 para cada vértice ordenado.(linha 17)

Repetidamente, cria-se min para com in finito(se o valor maximo de grau € delta, um
grau delta+ 1 nunca serd encontrado). O vértice a ser ordenado em cada execugdo € armazenado
em p. Para todos os vértices de G, se o vértice nao foi processado ainda e possui um grau menor
que o menor valor ja encontrado(linhas 21 e 22), o vértice atual pode ser elegido como vértice
com menor grau, atualizando p e min(linhas 23 e 24). Apo6s verificar todos os vértices de G,
p possui o vértice com menor grau encontrado, assim, adiciona-se o vértice ao fim de 7(linha
27), marca-se aquele vértice como ja processado(linha 28) e o count é decrementado(linha 29).
Com o vértice p ja processado, os vértices na vizinhanga de p tem seu grau decrementado em
1 unidade(linhas 30 a 32). Quando nao existem mais vértices a serem processados(linha 35),

pode-se retornar 7.

Algorithm 4 Algoritmo de reconstruc¢do de adjacéncia

1: function RECONSTRUCAOADJACENCIA(G, )
2 for i< 1 até |V| do

3 Ng(m[i]) <0

4: for j < 1 até |V|do
5 if (7[i], 7[j]) € E then
6:

7

8

Ne(x[i]) < Ng(x[i]) U{x[/]}
end if
end for
9: end for
10: end function

O algoritmo de reconstrugdo de adjacéncia reconstrdi a vizinhanga de um grafo G a
partir dos vértices ordenados em um vetor(neste trabalho, o vetor produzido por ORDENACAO).
Para os vértices em ordem de 7, iniciamos a sua vizinhanga com @(linhas 2 e 3).
Ap6s reiniciar a vizinhanga do vértice 7[i], novamente percorrendo o vetor em ordem, se existia
uma aresta entre os vértices 7[i] ¢ 7[j] no grafo original(linhas 4 e 5), n[j] é adicionado ao

conjunto que representa a vizinhanga de 7[i](linha 6).
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3.2.1 Algoritmo base

O algoritmo de Branch-and-Bound desenvolvido em (MCCREESH; PROSSER,

2014) € o seguinte:

Algorithm 5 Algoritmo de (MCCREESH; PROSSER, 2014)

1: function BICLIQUEMELHORADA(G)

2 (Amaxmeax) <~ (@,@)

3. T+ ORDENACAO(G)

4: reconstrugaoAdjacéncia(G, )

5: expand(G,0,0,V(G),V(G),Amax, Bmax)
6

7

8

9

: return (A, Bmax)
: end function
: function EXPAND(G,A, B, PA, PB, A0x, Binax)
(bounds,order) < cliqueSort(G,PA)
10: for i < IPAla I do

11: if boundsli] + |A| > |Amax|e|PB| + |B| > |Bmax| then
12: v < orderi]

13: A+ AU{v}

14: PA <+ PA\{v

15: PA" < PANNg(v)

16: PB' + PBNNg(v)

17: if |[A| = |Ble|A| > |Aqx| then

18: (Amaxs Bmax) < (A, B)

19: end if

20: if PB’ = () then

21: EXPAND(G,B,A,PB',PA’ Byax,Amax)
22: end if

23: A+ A\{v}

24: if B = 0 then

25: PB «+ PB\ {v}

26: end if

27: end if

28: end for

29: end function

A execucdo inicial do algoritmo €é com a chamada da funcdo
BICLIQU EMELHORADA passando o grafo como argumento.

Cada subproblema pode ser representado pela quadrupla (A, B, Pa, Pb). Os vértices
que fazem parte da solug@o sdo armazenados separadamente em dois grupos A e B e os vértices
candidatos sao salvos em dois grupos Pa e Pb representando respectivamente os candidatos a

entrar no grupo A e os candidatos a entrar no grupo B.
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Durante a execucdo de um subproblema apenas os vértices candidatos de participar
do grupo A s@o avaliados. Isso acontece por que na chamada recursiva os grupos sao passados
com a ordem invertida, trocando A por B e Pa por Pb, assim, um subproblema (A, B, Pa, Pb) vai
executar recursivamente o problema (B, A, Pb’, Pa’).

O algoritmo inicia utilizando a func¢do cligueSort e segue a ordem recebida para
testar as possiveis solugdes(linha 2). Percorrendo a ordem do ultimo para o primeiro(linha
3), se é possivel obter uma solu¢do melhor que a melhor ja encontrada(linha 4), escolhe-
se o vértice order[i], considera-se como parte da solucdo, atualizam-se e criam 0s novos
conjuntos candidatos(linhas 6 até 9). Ap0s isso, se foi encontrada uma solucao melhor, salva-se
a solucao(linha 11) e se ainda existem candidatos para entrar no conjunto B da solucio, a fun¢do
recursiva € executada. Quando o algoritmo prosseguir, remove-se order[i] da solu¢do (linha
16) e para evitar simetria, se B = 0, significa que € a primeira execucao do algoritmo(é como
testar se o algoritmo estd na raiz da arvore de ramificacdo), assim, podemos remover order[i]
dos candidatos a entrar no grupo B pois testa-lo iria gerar um resultado simétrico ao teste de com
v EA.

Segundo (MCCREESH; PROSSER, 2014), se podemos cobrir um Grafo G com k
cliques, ndo € possivel obter um conjunto independente maior que k, pois, cada elemento de um
conjunto independente deve estar em uma clique diferente. O problema dividir um grafo em
cliques € NP-completo, porém, € possivel utilizar o algoritmo guloso cliqueSort para encontrar
um resultado razodvel em tempo polinomial. O algoritmo de cliqueSort implementado vem de
(TOMITA et al., 2010), assim como a afirmag¢ado de que utilizar o resultado do cliqueSort como
limite superior € melhor do que utilizar o préprio tamanho de Pa.

O procedimento de quebra de simetria ocorre nas linhas 15 e 16 da Figura 6. Se o
grupo B estiver vazio, baseado no modo alternado de preenchimento dos grupos, € correto afirmar
que essa € a primeira execucdo do algoritmo, assim, se o vértice v foi escolhido e considerado
em A como primeira op¢ao, testd-lo em B em algum momento seria criar uma solucao simétrica,
em que, no pior caso, levaria ao gasto do dobro de tempo para ser calculada. Remové-la dos

candidato a entrar no grupo B resolve o problema de simetria de resultados.

3.3 Paralelismo de bits

Também utilizado em (SEGUNDO et al., 2013) e (CORREA et al., 2014), a técnica

de paralelismo de bits consiste em armazenar as informagdes em forma de mapa de bits de



26

forma a permitir a utilizagdo de operacdes de bit paralelo. Um mapa de bits € uma estrutura de
dados para codificacdo de conjuntos que armazenam elementos individual do conjunto de forma
compacta enquanto permite acesso direto ao endereco de cada elemento (CORREA et al., 2014).

O mais interessante € a sua habilidade de se beneficiar de potenciais operagdes a nivel
de bit disponiveis em hardware para executar operacdes de conjunto coletivas através de rapidas
operacdes de mascara de bits(intersecio de dois conjuntos é um exemplo tipico) (CORREA et
al., 2014).

As operagdes bit paralelo sdo utilizadas neste trabalho e em (MCCREESH;

PROSSER, 2014) em operacdes de interse¢ao(w Mu) e unido(w U u) de conjuntos.

3.4 Implementacio do algoritmo

Tabela 1 — Comparacdo do algoritmo original e o implementado por nés

Instancia MCCREESH original MCCREESH implementado
#subproblemas | tempo(s) | #subproblemas | tempo(s)

C500.9 107553 0.072 107636 0.088
C1000.9 7358668 6.183 7336258 5.989
MANN_a27 1407 0.001 1409 0.004
MANN _a45 9852 0.017 9854 0.019
MANN_a81 53902 0.336 53904 0.174
brock200_1 57931 0.018 55494 0.033
brock200_4 102484 0.029 105727 0.049
brock400_1 1774969 0.855 1775557 1.051
brock400_1 1774969 0.855 1775557 1.051
brock400_4 1772650 0.834 1790335 1.063
gen200_p0.9_44 2628 0.001 2729 0.005
gen200_p0.9_55 4201 0.003 3999 0.002
p_hat5002 5881265 2.206 5894856 2.908
p_hat5003 6438257 3.205 6397965 3.832
sanr400_0.5 13683397 4.706 11323056 5.137
kellerd 82646 0.025 62638 0.034
johnson1624 2216795 0.135 1163598 0.166
sanr400_0.7 3370144 1.552 2947956 1.691

Os testes estdo sendo realizados executando a implementacao disponibilizada pelo
proprio autor. Infelizmente, a técnica utilizada para ordenar os vértices ndao € descrita em
(MCCREESH; PROSSER, 2014), assim, ao implementar o algoritmo 5, optamos por utilizar a

ordenacdo descrita no algoritmo 3.
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Os resultados da comparacgdo do algoritmo 5 disponibilizado pelo autor e o algoritmo
5 implementado por nds sdo mostrados na tabela 3.

Apesar de bem similares, os resultados possuem diferengcas em numero de
subproblemas resolvidos. Acredita-se que essa diferenca é causada pela utilizagdo de algoritmo

de ordenacao distintos.
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4 ALGORITMO PROPOSTO

4.1 Método das Bonecas Russas

No algoritmo 6 descrevemos o algoritmo de Bonecas Russas de (TRUKHANOV et

al., 2013) que foi utilizado como modelo neste trabalho.

Algorithm 6 Algoritmo de Bonecas Russas de (TRUKHANOV et al., 2013)

1: function BONECASRUSSAS(G,IT)

2 ordenacao(V)

3 max <0

4 for i< I até ndo

5: C <+ {veSi\{vi}: {v,vi} que satisfaz I1}
6

7

8

9

v+ Vi
FINDMAXTI(C,{v;})
W[i] < max
end for
10: return max
11: end function
12: function FINDMAXTII(C, P)
13: if |C| > max then

14: max < |C|

15: end if

16: while P # 0 do

17: if |C| 4 |P| < max then return
18: end if

19: i+ min{j:v; € P}

20: if u[i] + |P| < max then return
21: end if

22: P+ P\{vi}

23: C' + CU{v}

24: P+ {veP:C' U{v} satisfaz I}
25; FINDMAXTI(C',P')

26: end while
27: end function

No algoritmo 6, algumas varidveis (como max) sdo compartilhadas com a funcao
FINDMAXTI. Para cada subproblema resolvido (retorno da fung¢do chamada na linha 7), o
valor de max foi alterado (dentro da fun¢do FINDMAXTI) e possui o valor mdximo de solug¢do
encontrado para o subproblema i, com isso, essa solucdo é armazanada em ui (linha 8) e esse
valor serd utilizado como limite superior.

A funcdo FINDMAXTI vai resolver cada boneca gerada em BONECASRU SSAS.
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Primeiro, é checado se a solucdo atual ultrapassou a melhor solu¢do encontrada, se sim, o
valor da melhor solugio € alterado (linhas 13 e 14). Enquanto existirem candidatos a entrar na
solucdo (linha 16), fazem-se os cortes existentes ou € processado o subpproblema. O primeiro
corte (linha 17) ocorre quando ndo é possivel, com o tamanho da solu¢do atual somado com
o nimero de candidatos, ultrapassar o valor maximo ja encontrado. O segundo corte € o corte
proporcionado pela Boneca Russa, onde, ao selecionar um vértice do conjunto candidato (linha
19), se a melhor solugd@o que pode ser encontrada com aquele vértice(u [i]) somada com o niimero
de candidatos ndo consegue ser maior que a melhor solugdo ja encontrada, o subproblema &
podado(linha 20). Por fim, remove-se v; do conjunto candidato(linha 22), adiciona-se v; no
conjunto de solucao(linha 23), cria-se o novo conjunto candidato(linha 24) e a chamada recursiva
ocorre(linha 25).

Abaixo temos a implementagdo da técnica das bonecas russas desenvolvida para o
problema em questdo. Denotamos a instancia de grafo G, os dois conjuntos do resultado como A

e B. A execucdo incial do algoritmo é BonecasRussas(G, 0, ) com A e B vazios.

Algorithm 7 Algoritmo de Bonecas Russas desenvolvido

1: function BONECASRUSSAS(G,A,B)
2: T < ORDENACAO(G)

3 RECONSTRUCAOADJACENCIA(G, )
4 R < vetor de inteiros
5 for i < I até |V| do
6: V< Vg[i]
7 PA Vg \NG(V)
8 PB Vg \NG(V)
9: A+ {v}
10: B +0
11: NOVOEXPAND(G,B',A’,PB,PA,B,A,R)
12: R]v] + |A]
13: end for

14: end function

Quando comparado com o algoritmo de (TRUKHANOV et al., 2013), nosso
algoritmo funciona de maneira similar. Primeiramente, o conjunto de vértices € ordenado (linha
3) e um conjunto R onde as melhores solucdo para cada subproblema serdo armazenadas. A
sequéncia utilizada para percorrer V € da direita para a esquerda (linha 5). Para cada
subproblema, criam-se seus conjuntos candidatos e considera-se que o vértice v faz parte da

solucdo (linhas 8 a 10). Apds a chamada da funcao EXPAND (linha 12), IAl possui a melhor
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solucdo encontrada para o subproblema e esse valor pode ser armazenado em R.

Em seguida, apresentamos o algoritmo utilizado para resolver cada boneca.

Algorithm 8 Algoritmo expand desenvolvido

1: function NOVOEXPAND(G,A, B, PA, PB,Ax, Bmax, R)
2 if |A| = |Ble|A| > |AM| then

3 (AM,BM) < (A,B)

4: end if

5: while |A|+ |PA| > |Apax|e|B| 4 |PB| > |Bpax| do

6

7

8

9

v < last(PA)
if max(|A|,|B|) + R[v] < |Ajnax| then

return

: end if
10: A +—AU{v}
11: PA <+ PA\ {v}
12: PA" < PA\ Ng(v)
13: PB' + PB\ Ng(v)
14: NOVOEXPAND(G,B',A',PB', PA’, Byux, Amax, R)
15: end while

16: end function

O funcionamento do algoritmo NOVOEXPAND funciona de maneira semelhante ao
algoritmo expand de (MCCREESH; PROSSER, 2014). As diferenca entre os dois &,
primeiramente, em nao utilizar o algoritmo de cliqueSort. A ordem utilizada pelo algoritmo
NOVOEXPAND ¢é uma ordem contrério a ordem estatica de PA (sempre utilizando o ultimo valor,
como mostrado na linha 6). Outra diferenca no algoritmo é a adi¢ao do corte das Bonecas
Russas (linha 7).

Se R|[v] é a melhor solucgdo encontrada para o vértice v, ao escolher v para entrar em
uma nova solugdo, na melhor hipétese, existe a possibilidade de adicionar R[v] vértices a solugio.
Dessa forma, a melhor solug¢ao possivel € o tamanho da solucdo atual(maior valor entre |Al e
IBI) somado com R[v]. Se a melhor solugdo possivel ndo ultrapassa o valor da melhor solucéo
encontrada(A,,,), ndo € necessdrio resolver esse subproblema pois ndo nos dard resultados

melhores.

Teorema 3. Se a maior biclique induzida balanceada (A,B) em G for menor que k entdo a maior

biclique induzida (A*,B*) em G tem |A*| < k ou |B*| < k.

Demonstracdo. Suponha por absurdo que a maior biclique induzida (A*,B*) em G tem |A*| > k

e |B*| > k entdo existe uma biclique induzida balanceada em G com cardinalidade maior que k.
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]

Se a biclique atual (A,B) for balanceada, ou seja, |A| = |B|. E facil ver que se a
maior biclique induzida balanceada em PA for menor que LB - max(IAl,IBl) = LB - IAl entdo ndo
podemos encontrar uma biclique que supere a melhor biclique encontrada.

Se a biclique atual (A,B) for desbalanceada, ou seja, Al > IBl ou IBI > |Al e a
maior biclique induzida balanceada em PA for menor que LB - max(IALIBI). Pelo Lema
anterior, a maior biclique induzida (IA*,IB*|) em PA tem |IA*| < LB - max(IALIBI) ou IB*| <
LB - max(IALIBI). Logo, a maior biclique induzida balanceada em G tem cardinalidade LB -

max(lALIBl) + max(IALIBI).
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5 RESULTADOS

Neste capitulo vamos apresentar os resultados obtidos pelo algoritmo desenvolvido
em comparacdo com o algoritmo de (MCCREESH; PROSSER, 2014). O algoritmo foi
desenvolvido sem recursos de multithreading, utilizando a linguagem C++ e paralelismo de bits.
Os experimentos foram realizados em um computador com Intel(R) Core(TM) i7-3770 CPU @
3.40GHz e 6GB de memoria RAM. Os tempos computados ndo incluem o tempo de leitura do
arquivo com os dados do grafo, mas incluem o tempo de pré-processamento e ordenagdo, além
do tempo gasto pelo algoritmo em si.

As instancias utilizadas foram obtidas em (DIMACS, 2016) e foram iguais para

ambos os algoritmos. Os resultados da comparacio estdo na tabela 2.
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Instancia MCCREESH BONECAS RUSSAS
#subproblemas | tempo(s) | #subproblemas | tempo(s)
C1000.9 7358668 4.607 268485938 26.070
C125.9 920 0.000 13935 0.001
C2000.5 aborted aborted aborted aborted
C2000.9 318154620 377.658 7003305611 1037.018
C250.9 12448 0.003 181350 0.012
C4000.5 aborted aborted aborted aborted
C500.9 107553 0.051 7735201 0.466
MANN _a27 1407 0.001 6222 0.003
MANN _a45 9852 0.014 28071 0.011
MANN_a81 53902 0.258 160068 0.118
MANN_a9 32 0.000 246 0.000
brock200_1 57931 0.013 1059983 0.047
brock200_2 171207 0.030 1237181 0.050
brock200_3 118038 0.023 1275675 0.055
brock200_4 102484 0.020 1111775 0.047
brock400_1 1774969 0.596 31585717 1.955
brock400_2 1760558 0.589 37219169 2.365
brock400_3 1812188 0.603 37222534 2.482
brock400_4 1772650 0.594 32342845 1.933
brock800_1 951765108 454.088 | 30661321060 | 2634.999
brock800_2 913607053 443.864 | 29440407129 | 2536.681
brock800_3 962767080 457.808 | 35242524744 | 2896.737
brock800_4 936273493 447.023 | 32985403695 | 2722.503
c-fat200-1 214 0.000 1606 0.001
c-fat200-2 353 0.000 4315 0.001
c-fat200-5 927 0.001 28831 0.001
c-fat500-1 523 0.001 4599 0.002
c-fat500-10 4219 0.010 277207 0.014
c-fat500-2 619 0.001 10569 0.002
c-fat500-5 1398 0.002 51031 0.004
gen200_p0.9_44 2628 0.001 34656 0.002
gen200_p0.9_55 4201 0.001 85426 0.004
gen400_p0.9_55 8562 0.006 232247 0.015
gend400_p0.9_65 11709 0.007 384218 0.024
gend400_p0.9_75 16388 0.009 1453981 0.084
hamming10-2 4 0.005 131834 0.019
hamming10-4 45013477 94.842 2721551 0.247
hamming6-2 4 0.000 558 0.000
hamming6-4 1896 0.000 1159 0.000
hamming8-2 4 0.000 8380 0.001
hamming8-4 303 0.000 27950 0.005




Tabela 3 — Continuac@o dos Resultados

Jjohnson16-2-4 2216795 0.086 1219880 0.039
johnson32-2-4 aborted aborted aborted aborted
Jjohnson8-2-4 460 0.001 1105 0.000
johnson8-4-4 211 0.000 3476 0.000
kellerd 82646 0.018 1675425 0.069
keller5 3623257109 | 1930.448 aborted aborted
p_hat1000-1 | 254937521 71.148 1323809271 99.093
p_hat1000-2 | 364675172 | 171.837 | 8575045552 | 760.101
p_hat1000-3 | 558151141 | 350.086 | 11820981940 | 1299.626
p_hat300-1 283383 0.043 276845 0.014
p_hat300-2 283126 0.064 1435368 0.071
p_hat300-3 228584 0.075 2973494 0.154
p_hat500-1 3924453 0.705 21569803 1.168
p_hat500-2 5881265 1.543 31349229 1.886
p_hat500-3 6438257 2.249 107050505 7.763
p_hat700-1 42615280 10.364 282806924 17.056
p_hat700-2 35235961 14.410 262129917 20.184
p_hat700-3 31214587 17.919 666515473 55.069
san1000 10778 0.037 3114873 0.326
san200_0.7_1 4330 0.001 186213 0.012
san200_0.7_2 1939 0.001 168319 0.011
san200_0.9_1 1850 0.001 29456 0.002
san200_0.9_2 3540 0.001 27030 0.003
san200_0.9_3 2085 0.001 53457 0.004
san400_0.5_1 1315 0.002 187692 0.016
san400_0.7_1 16229 0.014 3517492 0.209
san400_0.7_2 7973 0.008 3524210 0.204
san400_0.7_3 10361 0.009 4144562 0.244
san400_0.9_1 19054 0.009 154281 0.014
sanr200_0.7 127080 0.025 1925452 0.086
sanr200_0.9 4095 0.001 44697 0.003
sanr400_0.5 13683397 3.322 131353597 6.833
sanr400_0.7 3370144 1.075 34247540 1.946
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Na tabela de 2 € possivel visualizar, destacados em negrito, os tempos em que 0O
algoritmo desenvolvido foi melhor que o algoritmo de (MCCREESH; PROSSER, 2014).

Apesar de possuir um tempo de execucdo pior que o algoritmo de (MCCREESH;
PROSSER, 2014) na maioria dos casos, existe uma instancia em que o tempo € reduzido de 94
segundos para menos de 1 segundo quando € utilizada a nova solug¢do, por isso, acredita-se que
continuar trabalhando no melhoramento desta solugdo € vidvel e podem-se obter resultados ainda
melhores.

Utilizar a particdo em cliques para ordenar os vértices em cada subproblema € uma
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op¢ao utilizada em (MCCREESH; PROSSER, 2014) que nao € utilizada na nossa solucao. Isso
pode impactar diretamente no tempo gasto para encontrar bons limite superiores.

Substituir o algoritmo de (MCCREESH; PROSSER, 2014) pelo nosso algoritmo
ainda nao parece ser uma opg¢do vidvel pois sdo poucos casos em que obtemos uma resposta
melhor, porém, acredita-se que com algumas alteracdes e testes € possivel equiparar ou até

mesmo tornar o algoritmo melhor que o estado da arte.
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6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Este trabalho contribui desenvolvendo um novo algoritmo capaz de solucionar o
problema de encontrar uma biclique induzida maxima em um grafo arbitrdrio. A solugdo
desenvolvida utiliza como regra principal de poda a técnica das Bonecas Russas.

E possivel concluir que a utiliza¢io da técnica das Bonecas Russas é capaz de ajudar
a resolver o problema de encontrar uma biclique induzida méxima.

Para o algoritmo desenvolvido, ainda existem alternativas capazes de torni-lo melhor.
Como trabalhos futuros, dentre os fatores que podem ser melhorados ou testados no algoritmo,
alguns sdo:

1. Estudar novos critérios de ordenacao dos vértices;

2. Utilizar outras politicas de ordenacao;

3. Adotar o algoritmo de parti¢do em cliques para definir a ordem de ramifica¢do para cada
subproblema;
Utilizar algoritmos de coloragdo.
Realizar testes com instancias diferentes.

Desenvolvimento de um algoritmo hibrido.

N ok

Desenvolver um novo algoritmo para biclique induzida desbalanceada maxima.
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