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RESUMO

z

A evolucdo biolégica € o conjunto de mudancas nas caracteristicas hereditdrias de uma
populacao no decorrer do tempo. Um problema na drea de biologia computacional € calcular a
distancia evoluciondria entre espécies, sendo que na distancia evoluciondria consideramos
apenas conjuntos de mutagdes que alteram pedagos do genoma, ao qual chamamos de rearranjos
de genomas (SETUBAL; MEIDANIS, 1997). Na literatura estudada, os dois tipos de rearranjo
mais observados sdo os de reversdo e transposi¢do. Este trabalho tem o objetivo de criar um
novo modelo de programacdo linear inteira para o problema de rearranjo de genomas por
transposicao, e o de comparar com os modelos existentes na literatura. Também sao propostas
desigualdades vélidas com o objetivo de melhorar a eficiéncia dos modelos, e aplicada a técnica
de relaxacdo lagrangeana na tentativa de melhorar os limites inferiores. Concluimos que o
modelo definido por Lancia, Rinaldi e Serafini (2015) possui melhores resultados praticos. As

propostas de melhorias nao trazem melhoras significativas aos modelos.

Palavras-chave: Biologia Computacional. Rearranjo de Genomas. Programacdo Linear.

Programacao Inteira. Desigualdades Validas. Relaxacdo Lagrangeana.



ABSTRACT

The biological evolution is the set of changes in the heritable characteristics in a population
over time. A problem in computational biology is to calculate the evolutionary distance among
species, being that the evolutionary distance considers only sets of mutations that updates pieces
of the genome, which we call genome rearrangements (SETUBAL; MEIDANIS, 1997). In
the studied literature, the two most observed kinds of genome rearrangements are reversal and
transposition. This study aims to create a new integer linear programming model for the genome
rearrangement problem, and to compare it with the current models in literature. It is also proposed
the addition of valid inequalities to improve the efficiency of the models, and it is applied the
lagrangian relaxation to improve the lower bounds. We conclude that the model defined by
Lancia, Rinaldi and Serafini (2015) has better practical results. The proposed improvements do

not bring significant improvements to the models.

Keywords: Computational Biology. Genome Rearrangement. Linear Programming. Integer

Programming. Valid Inequalities. Lagrangian Relaxation.
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1 INTRODUCAO

A evolugdo bioldgica € o conjunto de mudancgas nas caracteristicas hereditarias de
uma populacido no decorrer do tempo. Estudos em rearranjo de genomas estdo interessados
em descobrir a sequéncia de rearranjos que transformam um genoma em outro, esse problema
também ¢é conhecido como distancia evolutiva entre espécies (DIAS, 2012). Entende-se por
rearranjo qualquer evento que altere a ordem dos genes, sendo que esses eventos podem ser de
varios tipos distintos, desde a alteracdo da ordem de uma parte do genoma até a troca de partes
inteiras de uma posicao para outra (SETUBAL; MEIDANIS, 1997).

Ainda ndo € possivel provar se uma determinada sequéncia de rearranjos reflete a
real evolucdo entre duas espécies. Entretanto, utilizando-se do principio da parcimoOnia, que
a natureza utilizaria sempre a melhor solu¢do ou solu¢do mais simples, podemos determinar
a distancia evoluciondria entre duas espécies A e B como o nimero minimo de rearranjos
necessarios para transformar o genoma de A no de B. Tal distdncia nos d4 uma boa aproximagao
do resultado do problema (DIAS, 2012).

Na literatura estudada, os dois tipos de rearranjo mais observados sdo os de reversiao
e transposicao. Na reversdo uma sequéncia de genes tem sua ordem invertida, ja na transposi¢ao
uma sequéncia de genes € destacada e inserida em outra posicao.

Para a reversdo, existe um algoritmo exato com tempo polinomial para um tipo de
instancia do problema em que os blocos de genes sao orientados (HANNENHALLI; PEVZNER,
1999). Para os outros tipos foi provado que o problema é NP-Dificil (CAPRARA, 1999).
O problema envolvendo apenas transposi¢cdes também é NP-Dificil (BULTEAU; FERTIN;
RUSU, 2012) e possui menos trabalhos na literatura que o problema de reversao. Para os dois
tipos de rearranjo, o problema possui algoritmo aproximativo com razao de 1,375 (BERMAN;
HANNENHALLI; KARPINSKI, 2002; ELIAS; HARTMAN, 2006). Dias (2012) apresenta um
estudo detalhado com limites superiores, limites inferiores e heuristicas para uma nova versao
do algoritmo de Elias e Hartman (2006) com melhores resultados praticos.

A programacdo linear ¢ um método bastante utilizado para resolver problemas de
otimizagdo. Nela estamos interessados em conseguir o melhor resultado para um problema de
minimizac¢do ou maximacao de uma fung¢do linear, sujeito a uma série de restricdes lineares
(CORMEN, 2009). Quando as variaveis do modelo de programacao linear devem ter valores
inteiros, definimos esse modelo como de programacdo linear inteira (WOLSEY, 1998). Lancia,

Rinaldi e Serafini (2015) e Dias e Souza (2007) definem modelos de programacao linear inteira



14

para o problema. Esses modelos tem grande contribuicdo tedrica para o assunto e sdo definidos
para os principais tipos de rearranjos.

O modelo definido por Lancia, Rinaldi e Serafini (2015) é genérico para qualquer
tipo de rearranjo e introduz o conceito de digrafo de camadas. J4 Dias e Souza (2007) definem
modelos especificos para cada tipo de rearranjo, sendo que esses modelos possuem restri¢des
em comum que se distinguem apenas nas restricoes que definem como cada rearranjo altera um
genoma.

Para o melhor do nosso conhecimento, os inicos algoritmos exatos para o problema
de rearranjo de genomas, que servem para todos os tipos de genomas, conseguem resolver
apenas instancias pequenas do problema, sendo seu uso na prética invidvel para a comparacdo de
genomas reais.

O objetivo deste trabalho € criar um novo modelo de programacao linear inteira para
o problema de rearranjo de genomas por transposicdo, € 0 comparar com os atuais existentes
na literatura. Também € proposto o desenvolvimento de melhorias nos modelos atuais através
da adicao de desigualdades validas, e aplicada a técnica de relaxacdo lagrangeana na tentativa
de melhorar os limites inferiores. O foco em rearranjos de transposi¢ao se deve ao fato desta
operacgdo ter menos resultados na literatura. Apesar disso, algumas ideias desenvolvidas neste
trabalho podem ser adaptadas para outros tipos de rearranjo.

Como etapa inicial do desenvolvimento do trabalho, foi realizada a implementagao
dos modelos definidos por Lancia, Rinaldi e Serafini (2015) e Dias e Souza (2007). Apds
isso, foi definido e implementado um novo modelo de programacao inteira para o problema
de rearranjos por transposicao, sendo esse modelo baseado nos conceitos de emparelhamentos
perfeitos e digrafo de camadas. Com a implementacao dos trés modelos, foi feita a execucao
de testes e andlise de resultados a fim de comparar os trés modelos em relacdo a quantidade de
instancias resolvidas. Ao modelo com melhores resultados foi aplicada a técnica de Relaxacao
Lagrangeana. Por fim, foram adicionadas desigualdades vélidas nos modelos a fim de melhorar
o tempo de execugao.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 2, sdo descritos 0s
conceitos utilizados neste trabalho; no Capitulo 3, sdo apresentados os trabalhos de Lancia,
Rinaldi e Serafini (2015) e Dias e Souza (2007); no Capitulo 4, sdo descritos os procedimentos
metodoldgicos deste trabalho; no Capitulo 5, o desenvolvimento e os resultados sdo descritos
e analisados; por fim, no Capitulo 6, sdo apresentados os objetivos alcangados, conclusao e

possiveis trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este Capitulo esta organizado da seguinte forma. A Secdo 2.1 introduz conceitos de
grafos que serdo utilizados para a apresentacdo dos limitantes superiores e inferiores do problema
(digrafo de ciclos), na apresentacdo das formulacdes de programacao linear inteira existentes
na literatura (digrafo de camadas), e na formulacdo de um novo programa linear inteiro para o
problema estudado (digrafo de camadas e emparelhamentos perfeitos). A Sec¢do 2.2 introduz o
problema de rearranjo de genomas por transposi¢ao e apresenta toda a sua terminologia, assim
como introduz resultados de trabalhos anteriores. Na Se¢do 2.3 introduzimos o conceito de
programacao linear inteira, que estd presente nos trabalhos relacionados e também serd utilizado
na formulacdo proposta neste trabalho para a resolucao do problema. Por fim, € apresentada a
relaxacdo lagrangeana (Secdo 2.4), que serd utilizada neste trabalho com o intuito de conseguir

melhores limitantes para o problema.

2.1 Grafos

Um grafo G € um par ordenado (V, E), sendo V um conjunto finito de elementos e
E um conjunto de pares nao ordenados de elementos pertencentes a V. Chamamos de vértices os
elementos que pertencem a V, e de arestas os elementos pertencentes a E£. Denotamos o nimero
de vértices por |V|, e o nimero de arestas por |E|. De modo similar, definimos um digrafo D
como um par ordenado (V,A), sendo V o conjunto de vértices e A o conjunto de arcos formado
por pares ordenados de vértices. Um digrafo também pode ser definido como G = (V,E) ou
G = (V,A) (PAPADIMITRIOU; STEIGLITZ, 1982; GOLDBARG, 2012).

Em um grafo, caso exista uma aresta e = uv, tal que e € E, dizemos que ela é
incidente a u e a v e que os vértices u e v sdo adjacentes. Denotamos o grau de um vértice v
como o numero de arestas que incidem em v. Arestas adjacentes sao aquelas que possuem
pelo menos um dos extremos em comum, por exemplo, as arestas ab e bc sao adjacentes por
possuirem o extremo » em comum. Um caminho em um grafo G € definido como uma sequéncia
de vértices distintos P = < vy,...,v, >, tal que para todo v; € V, v; € adjacente a v;; |, com
1 <i<n—1. Um ciclo é uma sequéncia de trés ou mais vértices C = < vy,...,v,,v| >, tal que
vértices consecutivos na sequéncia sdo adjacentes, sendo vy o tnico vértice que se repete. Um
grafo G = (V,E) é bipartido se V pode ser particionado em dois conjuntos X e Y, tal que para
toda arestauv € Etemosuc XeveY.

Ja em um digrafo, caso exista um arco a = (u,v), tal que a € A, dizemos que ele é
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incidente a u ¢ emergente a v. A principal diferenca de um arco para uma aresta € que um arco
¢ direcionado de um vértice a outro. Para um arco a = (u,v) € A, em um digrafo, dizemos que
a é um arco de entrada em v e de saida em u. A no¢do de grau para digrafos é dividida em
grau de entrada e grau de saida. O grau de entrada de um vértice v € a quantidade de arcos
de entrada em v. De modo similar, o grau de saida de um vértice v é a quantidade de arcos de
saida em v. Um caminho orientado € uma sequéncia de vértices distintos P = < vy,...,v, > de
D, tal que (v;,vi+1) € A paratodoi € {1,...,n—1}. Um ciclo orientado é uma sequéncia de
dois ou mais vértices C =< vy,...,v,,v| >, onde todo arco é formado pelo par (v;,v;y]), com
1<i<nev, | =vy. E importante notar que, em um ciclo orientado, a ordem dos vértices nos
arcos € relevante. O conceito de digrafo bipartido é semelhante ao de grafo bipartido. Na Figura
2, Cy =< r,v,t,r > éum ciclo orientado.

Representamos graficamente um grafo como um conjunto de pontos (vértices)
ligados por linhas (arestas). E possivel utilizar rétulos, nos vértices e arestas, para facilidade de

identificacdo. Na Figura 1 € apresentado um grafo com vértices rotulados.

Figura 1 — Exemplo de um grafo G = (V,E) com o conjunto de vértices V = {u,v,r,w,t} e
arestas E = {uv, vw,tw,ut ,ur,vr,rw,rt}.

g v

t w

Fonte: Freitas (2014).

A Unica diferenca para a representacdo de um digrafo é que, ao invés de linhas,
utilizamos setas para representar arcos, sendo que a ponta da seta € direcionada ao vértice de

entrada (Figura 2).

2.1.1 Emparelhamentos

Dado um grafo G = (V,E), um emparelhamento M é um conjunto de arestas, em
que todo par a,b € M é ndo adjacente. Com relacdo a M, um vértice € saturado se ele € um

extremo de alguma aresta de M, caso contrdrio ele é chamado de insaturado. Dizemos que um
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Figura 2 — Exemplo de um digrafo.

T t ()

Fonte: Freitas (2014).

emparelhamento é perfeito se ele satura todos os vértices de G.

Para um digrafo D = (V,A), um emparelhamento M é um subconjunto de A, tal que a
soma dos graus de entrada e saida € menor ou igual a um, para todo vértice v no digrafo induzido
por M. Um emparelhamento perfeito € aquele em que a soma dos graus de entrada e saida é

sempre igual a um, para todo vértice v no digrafo induzido por M.
2.1.2 Digrafo de Ciclos

Os digrafos de ciclos foram introduzidos por Bafna e Pevzner (1998). Eles sdo
utilizados nos algoritmos aproximativos e nos melhores limitantes conhecidos para o problema
de Rearranjo de Genomas. Como serd apresentado na Se¢do 2.2, representaremos um genoma
como uma permutagio de inteiros & = (77, ... 7T,) de tamanho n.

Um digrafo G(m), com arcos pretos e cinzas, é¢ um digrafo de ciclos de 7 se G(7)
possui n + 2 vértices rotulados de 0 a n+ 1, um conjunto de n+ 1 arcos pretos e um conjunto de
n+ 1 arcos cinzas. Os arcos sdo definidos da seguinte forma:

(i) Arcos cinzas vao do vértice i — 1 ao vértice i, paratodoi € {1,...,n+1};

(if) Arcos pretos vao do vértice (i) ao vértice w(i — 1), paratodoi € {1,...,n+ 1}.

Portanto, podemos falar que os arcos pretos conectam vértices segundo a permutacao
T, € 0s arcos cinzas conectam vértices adjacentes segundo a permutacdo identidade (Figura 3).

Um ciclo alternado de G(7) é um ciclo direcionado com arcos de cores alternadas.
Existe uma decomposi¢go dnica de ciclos alternados para os arcos de G(7), pois para cada
vértice em G(7), todos os arcos de entrada sdo pareadas com um arco de saida de diferente cor
(BAFNA; PEVZNER, 1998). Definimos um ciclo alternado com k arcos pretos como um k-ciclo,

sendo k o tamanho do ciclo. Um ciclo pode ser classificado como par ou impar, dependendo do
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Figura 3 — Digrafo de ciclos para a permutagio 1 = (473625 1).

O

Fonte: lizuka (2012).

tamanho do ciclo. Usamos a nota¢do ¢(G(7)) para representar o nimero de ciclos em G(7), e

de modo similar ¢;pp-(G(7)) representa o niimero de ciclos impares.
2.1.3 Digrafo de camadas

Um digrafo de camadas D = (V,A) com k camadas, é um digrafo que pode ser
particionado em k conjuntos de vértices. Denotamos cada particdo como L;, talque 1 <i<kei
representa o nimero da particdo. Assim, temos que para todos os vértices a € L; e b € L; ndo
existe arco que conecte os dois, ou seja, (a,b) ¢ A e (b,a) ¢ A (Figura 4). Em especial, um grafo
bipartido é um digrafo de camadas com k = 2. Ao longo do texto, chamaremos uma particdo de

camada.

Figura 4 — Exemplo de digrafo de camadas com k = 3.

4 2 3 1 5 6

1 2 3 4 5 6

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.2 Rearranjo de Genomas

Espécies evoluiram ao longo do tempo a partir de mutagdes em suas populacdes.

Enquanto muitas dessas mutacdes debilitam o individuo, o qual ndo consegue sobreviver, outras
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mutagdes favorecem o individuo em relag@o a outros da sua espécie, proporcionando vantagens
que o fazem sobreviver e propagar seus novos genes para as proximas geragdes. A partir do
avanco tecnoldgico e de algoritmos que permitiram o mapeamento do genoma de espécies, foi
observado que espécies com ancestral comum possuem praticamente oS mesmos genes, mas
com ordenacdo diferente na sequéncia do genoma (JONES; PEVZNER, 2004). Isso permitiu a
possibilidade de calcular quais eventos evoluciondrios ocorreram entre espécies distintas. Dado
duas espécies 51 e 5o que partilham genes semelhantes, e por isso pressupde-se que possuem
um ancestral comum s,, podemos tragar um caminho evoluciondrio de s; a s, € de s, a 54,
permitindo assim a comparagao de quais mudancas cada espécie teve em relacdo a um ancestral
comum entre elas. O tamanho desse caminho é denominado distancia evolucionaria (SETUBAL;
MEIDANIS, 1997).

Em vez de calcular mutacdes isoladas que afetam apenas nucleotideos, estamos
interessados em grupos de mutagdes que afetam trechos do genoma. Esses grupos sdo chamados
de eventos de rearranjo de genomas, eventos evoluciondrios, rearranjos de genomas ou apenas
rearranjos. Representamos um genoma como uma permutacdo de inteiros 7 = (77 ... 7,),
onde; eN,O<m<nei=j& m=m;

Encontrar o caminho evoluciondrio exato ainda ndo € possivel na pratica, porém
podemos nos utilizar do principio da méxima parcimdnia, de que a natureza sempre optaria
pela melhor solug@o ou solugdo mais simples, e entdo esse caminho seria composto pelo menor
nimero possivel de rearranjos (DIAS, 2012).

Portanto, sejam 7; e m, genomas de espécies distintas, o problema de rearranjo de
genomas estd interessado em calcular o nimero minimo de rearranjos p = {py,p2,...,Px}, tal
que a aplicacdo desses rearranjos a 7] transforma-o em 7, ou seja, 1Pz ... Pk = .

Os principais rearranjos de genomas sao: reversoes, transposi¢des, translocagdes,
fusdes e fisdes (DIAS, 2012). Os rearranjos mais estudados e que consequentemente possuem o
maior nimero de resultados sdo:

e Reversoes: um segmento do genoma tem sua ordem invertida (Figura 5a)
(BAFNA; PEVZNER, 1996).

e Transposicoes: um segmento do genoma € destacado e inserido em uma posi¢do
diferente sem trocar a ordem desse segmento (Figura 5Sb) (BAFNA; PEVZNER,
1998).

A maioria dos trabalhos encontrados definem algoritmos, heuristicas e limitantes,

supondo que apenas um tipo de rearranjo ocorreu no genoma. Outros trabalhos, como o de Dias
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Figura 5 — Exemplos de rearranjos em um digrafo de camadas.

(a) Exemplo de uma reverséo p(a,b) em um (b) Exemplo de uma transposigéo p(a,b,c) em
digrafo de camadas. um digrafo de camadas.
a b a b-1 e-1

Fonte: Elaborada pelo autor.

e Souza (2007), estudam a possibilidade de acontecerem multiplos rearranjos ou combinacgdes
de rearranjos. Nesses casos, um rearranjo que possua caracteristicas de reversao e transposicao
ao mesmo tempo pode ser tratado ou como duas operagdes distintas (uma reversao seguida por
uma transposic¢ao, por exemplo) ou uma tnica operacao que tenha caracteristicas dos dois tipos
de rearranjo.

Ao comparar dois genomas A e B de espécies distintas, é necessario realizar um
mapeamento dos genomas com o intuito de encontrar blocos de genes comuns. Definimos como
bloco um segmento contiguo que aparece nos genomas de A e B. O agrupamento em blocos se
faz necessdrio devido a grande quantidade de genes no genoma, o que tornaria o trabalho de
calcular a distancia evoluciondria computacionalmente invidvel. Depois de mapeados, os blocos
sdo numerados de 1 a n (quantidade de blocos). Esses blocos de genomas sempre possuem uma
orientacdo, porém muitas vezes 0 mapeamento do genoma nao € preciso o suficiente para que a
informacdo de orientacdo seja armazenada, o que torna necessario o estudo do problema para
blocos orientados e blocos nao orientados (SETUBAL; MEIDANIS, 1997).

Em particular, considerando-se apenas blocos orientados e reversdo, existe um
algoritmo polinomial desenvolvido por Hannenhalli e Pevzner (1999). Para os demais tipos de
entrada e uso exclusivo de reversdo ou transposicao, o problema é NP-Dificil (CAPRARA, 1999;
BULTEAU; FERTIN; RUSU, 2012).

Neste trabalho, estamos interessados no estudo de rearranjo de genomas apenas por
transposi¢des. Foi escolhida a transposicdo depois do estudo bibliografico, pois concluimos que
ela possui menos resultados na literatura.

A Subsecdo 2.2.1 detalha os rearranjos de transposicdo e a Subsecdo 2.2.2 apresenta

limitantes para o problema em que apenas tranposicdes sao permitidas.
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2.2.1 Transposigdo

Formalmente, definimos uma transposicio p(a,b,c),onde 1 <a<b<c<n+1,
em 7 = (m M® ... W] T,) como a operagdo Pm que resulta na permutagdo
(M ... My 1 M .. M| Wy ... M| W ... W,) (Figura 5b).

Denotamos a permutacio identidade como 1 = (1 23 ... n). Sendo a distancia
de tranposic¢io d(m,0) o nimero minimo de transposi¢des p1,p2 ..., p; tal que p1py ...pi7T
= 0, podemos reduzir o problema de distancia por transposicao entre 7 € ¢ ao problema de

I7et1,onde o1 é gerado ao listar cada elemento de &

ordenacgdo por transposicao entre 6
na sua respectiva posi¢do em o. Assim, podemos tratar o problema como uma ordenacdo por
transposicao (DIAS, 2012).

Bafna e Pevzner (1998) apresentaram o primeiro algoritmo aproximativo que tem
fator de 1,5. Desde esse trabalho, o fator de aproximac¢do foi melhorado apenas por Elias
e Hartman (2006), que definiram um algoritmo com razdo de 1,375, sendo o melhor fator
conhecido. Bafna e Pevzner (1998) introduziram conceitos importantes, como o digrafo de
ciclos, que foram utilizados posteriormente no algoritmo de razdo 1,375, e s@o utilizados neste
trabalho para a geracdo de limites superiores e inferiores.

Chamamos o problema de distancia evoluciondria que envolve apenas transposi¢oes
como disténcia de transposicio, e a definimos como d(7, ), onde 7 é a permutacdo inicial

e o € a permutacdo final. A distancia entre uma permutacao 7 e a permutagdo identidade 1 é

denotada apenas por d(T).
2.2.2 Limitantes para Distdncia de Transposi¢cdo

Os limitantes conhecidos se baseiam em dois conceitos principais: breakpoints e
digrafos de ciclo.

Um breakpoint é um par na permutacio 7 que ndo estd ordenado em relacio a t, ou
seja, é um par (7;, ;11 ) tal que ;1 # ;4 1. O nimero de breakpoints em uma permutacdo 7
é representado por b(m). Por exemplo, a permutacdo 7 = (12534679 8 10 11) possui seis

breakpoints:
t=(12e5e34e67e¢9e8e1011) (2.1)

Chamamos de strip qualquer intervalo de elementos consecutivos sem breakpoints.

Em (2.1) o intervalo (6 7) é uma strip.
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Uma transposicao p afeta trés posi¢des de «. Portanto, p pode inserir ou remover
até trés breakpoints. Para qualquer 7, sempre podemos encontrar uma transposi¢ao que retire

pelo menos um breakpoint (DIAS, 2012). Assim, podemos definir os seguintes limitantes para

T
Limitante 2.2.1 d(r) < b(7).
Limitante 2.2.2 d(x) > @

Utilizando-se digrafos de ciclos, Bafna e Pevzner (1998) apresentam dois limitantes

para o problema:

Limitante 2.2.3 " =cime® < g7y < 0o (1)

Limitante 2.2.4 d(z) > <@

Os limitantes sdo utilizados para a otimizacao dos algoritmos, sendo que podemos

descartar solucdes que nao estdo entre os limites superior e inferior de uma instancia do problema.

2.3 Programacao Linear Inteira

A base da programacao linear € determinar o valor 6timo de uma fun¢do linear
sujeito a uma série de restri¢des lineares. Um problema dessa forma surge em uma grande
variedade de situacdes reais, e a programacdo linear ¢ um método que vem sendo utilizado em
larga escala tanto teoricamente quanto na pratica (THIE; KEOUGH, 2011). Também podemos
definir programacdo linear como a otimizacao de alocacdo de recursos limitados entre atividades
concorrentes, sobre um conjunto de restricdes impostas pela natureza do problema (BRADLEY;
HAX; MAGNANTI, 1977).

Considere um conjunto A C R, um nimero b € R e um conjunto de vdriaveis x,
sendo n = |A| = |x|. Portanto, podemos definir uma fung¢@o linear e uma restri¢ao linear como
f)=Y"jaixie Y yaix; O b, 0 € {=,<,>}, respectivamente.

Definimos um modelo de programacao linear, nesse caso um modelo é equivalente a

um programa, da seguinte forma:
max ou min cx 2.2)
syjeito a: Ax 0 b,0 € {=,<, >} (2.3)

x>0 (2.4)
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Sejam A uma matriz m x n, b = (b; by ... by) um vetor de tamanho m,
c¢=(cy ¢ ... ¢y) um vetor de tamanho n de valores reais, e x = (x| xp ... x,) um vetor de
varidveis. Generalizando a terminologia, chamamos (2.2) de funcao objetivo, (2.3) e (2.4) de
restricoes, e (2.4) de restricdes de nao negatividade (CORMEN, 2009).

Um conjunto X que satisfaz todas as restri¢des do modelo é chamado de solugao
viavel, caso contrario é chamado de solucao inviavel. O valor da funcio objetivo é calculado a
partir dos valores de X (2.2). Se estamos falando de um problema de minimizacao, a solu¢ao
6tima x, € o conjunto de valores que € uma solugdo vidvel e tem o menor valor dentre todas
as solucdes vidveis. Caso o problema seja de maximizagao, seguimos a mesma regra, com a
excecdo que o valor objetivo deve ser o maior entre todas as solugdes vidaveis. Um programa
linear pode ainda n@o possuir um valor finito para a sua solu¢do 6tima, nesse caso dizemos que
ele é illimitado (CORMEN, 2009).

Em programagcio linear inteira, definimos como desigualdades validas as restricdes
que diminuem o espaco de solucdo de um problema sem afetar o seu resultado. Assim, ao
adicionar desigualdades vélidas, espera-se que o modelo gerado seja resolvido de forma mais
rdpida. Em alguns casos, mesmo diminuindo o espaco de solu¢do do problema, as desigualdades
vélidas adicionadas deixam o tamanho do modelo muito grande, tomando muito tempo para ser

resolvido (WOLSEY, 1998).

2.3.1 Multicommodity Flow

Definimos uma rede de fluxo como um digrafo D = (V,A) em que cada arco possui
uma capacidade ¢ ndo negativa. Consideramos que se (u,v) € A, entdo (v,u) ¢ A, e se (u,v) ¢ A,
entdo c(u,v) = 0, ou seja, ndo existem arcos em dire¢do oposta a um arco existente, e arcos que
ndo estdo no digrafo terdo capacidade zero. Em uma rede de fluxo existird um vértice s chamado
de fonte e outro vértice t chamado de terminal. Uma fonte s ndo possui arcos de entrada, e um
terminal # ndo possui arcos de saida.
Denotamos um fluxo como uma funcdo f:V x V — R que segue as seguintes
propriedades (CORMEN, 2009):
e Restricdo de Capacidade: O fluxo em cada arco deve ser menor ou igual a
capacidade do arco. Para todo u,v € V, temos que 0 < f(u,v) < c(u,v);

e Conservacdo de Fluxo: Para todo vértice que ndo seja fonte ou terminal, o seu
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fluxo de entrada € igual ao fluxo de saida.
Y fuy)=Y flvu),YueV—{s1} (2.5)
vev vev
No problema multicommodity flow temos uma rede de fluxo D = (V,A) e existem k
commodities. Uma commodity K; é uma tripla (s;,;,d;), sendo s; a fonte, #; o vértice terminal,
e d; € um valor de demanda para o fluxo. Esse valor de demanda deve passar da fonte para o
terminal ao decorrer do fluxo.
Cormen (2009) define a seguinte formulacao de programacao linear para o problema,

em que a varidvel f;, , representa a quantidade de fluxo da commodity i que passa pelo arco

(u,v) :

min 0 (2.6)
sujeito a:
k
Y fiuy <c(u,v),Yu,v,eV (2.7)
i=1
Y fiur— Y fiva=0,Vie{1,2,... .k} eVu eV —{s;,1;} (2.8)
veV veV
Y fisiv— Y fivs =di, Vi€ {1,2,... .k} (2.9)
vevV vevV
fiuy>0,¥i€{1,2,... .k} eVu,v €V (2.10)

A (2.7) € uma restri¢do de capacidade, (2.8) € uma restri¢do de conservagao de fluxo,
(2.9) faz com que o fluxo seja igual a demanda de cada commodity, e (2.10) forca que o fluxo
seja sempre nao negativo. Observe que a funcao objetivo (2.6) € nula, isso € devido ao fato de
essa formulagdo estar interessada apenas em achar uma solugdo vidvel para o problema.

Como sera apresentado posteriormente, uma das formulagdes de Lancia, Rinaldi e

Serafini (2015) € definida tomando como base um multicommodity flow.

2.3.2 Programacgao Inteira

Para a programacio linear, existem algoritmos de tempo polinomial em relacao ao
tamanho do modelo (nimero de varidveis e restricdes), como por exemplo o ellipsoid e o método
de ponto interior. Além desses, existe o simplex que, apesar de ndo ser polinomial no pior caso,
geralmente possui melhores resultados na pratica, sendo o mais comumente utilizado (CORMEN,

2009).
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Um tipo especial de modelo de programacao linear sdo os que possuem uma restricao
adicional de que as suas varidveis possuem valores inteiros. A esse tipo de problema damos o
nome de programacio linear inteira, ou simplesmente programacao inteira. A adi¢ao dessa
restri¢do torna o problema NP-Dificil (CORMEN, 2009). Podemos ainda ter modelos em que
apenas algumas varidveis possuem restricoes de integralidade (programacao inteira mista),
e outros em que as varidveis possuem valores bindrios {0, 1} (programacio inteira binaria)

(WOLSEY, 1998).

2.4 Relaxacao Lagrangeana

Em otimiza¢do combinatdria, encontrar boas solu¢cdes para problemas dificeis
consiste em encontrar limitantes superiores e inferiores que possuam valor o mais proximo
possivel do valor 6timo. Considerando problemas de minimizagdo, heuristicas podem ser
utilizadas para encontrar bons limitantes superiores. Ja para os limitantes inferiores, existem
técnicas de relaxagdo, como a relaxacao linear (BEASLEY, 1993).

Técnicas de relaxagdo consistem em retirar restricdes que impedem que o problema
seja resolvido de forma rdpida, e como essas restricoes sdo retiradas, o resultado do modelo
relaxado é um limite inferior para o problema. Convém observar que estamos considerando
problemas de minimizag¢do, caso o problema seja de maximagdo a relaxacao nos dard um limite
superior do problema.

A relaxacgdo linear elimina as restri¢des de integralidade do modelo, transformando-o
em um problema de programacao linear. Outra técnica de relaxacdo € a relaxacdo lagrangeana.
Beasley (1993) demonstra que, mesmo no pior caso, a relaxagdo lagrangeana gera um limite tao
bom quanto o da relaxac¢do linear, sendo que em muitos casos esse limite ¢ melhor.

Considere a seguinte formulagdo de programacao linear inteira:

min cx (2.11)
sujeito a:
Ax>b (2.12)
Bx>d (2.13)
x€{0,1} (2.14)

A relaxacdo lagrangeana consiste em escolher um conjunto de restrigdes a serem

retiradas da formulagao e colocadas na fungao objetivo com pesos definidos pelos multiplicadores
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de lagrange. A adi¢d@o desses multiplicadores tem o intuito de penalizar as solu¢des do modelo
relaxado que desobedecem a restricao relaxada, isso € feito aumentando o valor da funcao
objetivo através do multiplicador, de forma a tornar as solu¢des invidveis no modelo original
indesejaveis no modelo relaxado. Considere A o conjunto de multiplicadores de lagrange e

Ax > b as restri¢des escolhidas, sendo assim:

min cx+ A (b — Ax) (2.15)

sujeito a:
Bx>d (2.16)
x€{0,1},A>0 (2.17)

Essa formulacdo é chamada de LLBP (“Lagrangean Lower Bound Problem”,
“Problema de Limite Inferior Lagrangeano” em traducio livre). Podemos entdo dividir a geracao
do modelo relaxado em duas partes:
e Questdo estratégica: consiste em definir qual conjunto de restri¢cdes relaxar, pode
ser definida a partir de tentativas ou por experiéncia com outros casos silimares.
e Questdo tdtica: achar valores para os multiplicadores de lagrange que geram o
melhor limite possivel para o modelo relaxado.
Agora basta resolver o modelo relaxado. O valor 6timo do LLBP € um limite inferior

para o problema original.
2.4.1 Dual Lagrangeano

Cada restri¢do relaxada R possui um Ax associado. Se a restri¢do relaxada for
uma igualdade, entdo Ag € livre, caso contrario Ax > 0. Do ponto de vista tatico, temos que
encontrar os valores dos multiplicadores de lagrange que nos deem o melhor limite inferior para o
problema. Esses multiplicadores sdo encarados como constantes no LLBP, e para cada conjunto

de multiplicadores nds temos um LLBP distinto. Entao, estamos interessados em encontrar:

min cx+ A(b—Ax)
max § sujeito a: Bx>d (2.18)

A>0
x€(0,1)

Esse modelo € chamado de dual lagrangeano. No melhor caso, o valor 6timo do

dual lagrangeano ¢ igual ao valor 6timo do problema original. Para isso acontecer € necessario
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que o resultado X do dual seja: vidvel no problema original e que cX = [cX + A (b — AX)]
(BEASLEY, 1993).

2.4.2 Heuristica Lagrangeana

A solu¢do do lagrangeano pode ndo ser uma solugdo vidvel do problema original,
portanto, devemos aplicar heuristicas para a transformac¢do da solu¢do do lagrangeano em uma
solugdo vidvel. Apés a aplicagdo da heuristica, a solug@o se transforma em um limite superior do
problema. Chamamos essa heuristica de heuristica lagrangeana.

Projetar uma heuristica lagrangeana € uma arte, variando de problema para problema
e ndo possuindo um passo a passo definido (BEASLEY, 1993). Para o nosso problema, podemos
utilizar as heuristicas apresentadas por Dias (2012) que se baseiam no algoritmo apresentado por

Elias e Hartman (2006), utilizando-se do conceito de digrafo de ciclos.
2.4.3 Método Subgradiente

“O método subgradiente ¢ um procedimento iterativo o qual, a partir de um conjunto
de multiplicadores de lagrange, gera novos multiplicadores de uma maneira sistematica”
(BEASLEY, 1993, p. 267). Utilizaremos Zyp € Z;p como os valores do limite superior e limite
inferior, respectivamente. Beasley (1993) divide esse procedimento nos seguintes passos:

1. Definir € como um parametro de valor 0 < € <2;

2. Inicializar Zyp com alguma heuristica do problema e A com um conjunto de

valores arbitrarios;

3. Resolver o LLBP com os valores de A atuais e calcular o valor de Z; p;

4. Definir subgradientes G; para as restrigdes relaxadas, sendo que

G, = b,-—Z?:lainj;i S {1,...,m};
&(Zup—Z1B)
Y Gro
6. Atualizar A; com A; = max(0,A; +TG;),i = {1,...,m};

5. Definir o tamanho do passo T =

7. Voltar ao passo 3. Caso as iteragdes comecem a repetir os valores do conjunto A,
deve-se diminuir o valor do parametro € e definir um limite inferior para € como

condicdo de parada.
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2.4.4 Consideracoes

Beasley (1993) apresenta dois motivos para a ampla utilizagdo dessa abordagem:
muitos problemas de otimizagdo consistem em um problema facil que € dificultado por uma
séries de restricoes extras, e entdo, retirar essas restricdes extras gera uma formulacio que pode
ser resolvida com algum algoritmo conhecido; e a experi€ncia pratica do autor indica que os

limites dados s@o bons, considerando a computagdo necessaria para resolvé-los.
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3 TRABALHOS RELACIONADOS

Neste Capitulo, apresentamos os trabalhos de Lancia, Rinaldi e Serafini (2015) e
Dias e Souza (2007). Ambos os trabalhos propdem modelos de programacao linear inteira para

o problema.

3.1 Polynomial-sized ILP Models for Rearrangement Distance Problems

Dias e Souza (2007) formulam trés modelos de programacdo inteira para os
problemas de rearranjo de genomas, correspondendo as operacdes de transposicdes, de
reversdes, € a uma variante do problema em que ambas as operacdes sdo permitidas. Uma
caracteristica dessa formulagdo é que ela possui niimero polinomial de varidveis e restricdes em
relagdo ao tamanho da permutagdo de entrada.

A formulacdo estd dividida em duas partes. Na primeira sao definidas varidveis e
restricdes genéricas para todos os modelos, e que dizem respeito a geracdo de permutagdes
vdlidas. A segunda parte apresenta restricdes especificas para cada tipo de rearranjo de genomas.

Estamos interessados apenas na formulacio que € especifica para transposi¢oes. A

seguir esse modelo é apresentado.
3.1.1 Definicao das Varidaveis e Fungao Objetivo do Modelo

Sejam 7 a permutag@o inicial e 0 a permutagao final. A varidvel B, para todo
1 <i,j<metodo 0 <k < n,indica se a i-ésima posi¢do de 7 possui o valor j apds o k-ésimo

rearranjo. Ou seja,

1, se m; = jdepois do k-ésimo rearranjo,
Bijk = '
0, caso contrario.

A variavel 7, indica qual transposi¢do foi utilizada na k-ésima operacao, para todo

l<a<b<c<n+letodo 1 <k < n. Cada transposicio é indicada por p(a,b,c).

1, sepr=p(a,b,c),

0, caso contrario.

Tabck =

Como h4 a possibilidade de que o k-ésimo rearranjo use a operacdo identidade,

operagdo que nao altera a posi¢ao dos elementos na permutagao, € necessario definir a varidvel
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t;, para todo 1 < k < n. Ela € util para decidir se a k-ésima transposicao alterou a permutagdo ou

nao.

1, sepy=p(x,9,2) € PrPr—1" P17 # Pr—1-- P17,

0, caso contrario.

ty =

A fungdo objetivo do modelo (3.1) tenta minimizar o nimero de operacdes para

transformar 7 em ©.

n—1
min Y # (3.1)
k=1
3.1.2 Definicdo das Restricoes do Modelo
As restri¢des (3.2) e (3.3) fixam a permutagdo inicial e a permutacgao final.

Biz0=1, paratodo 1 <i<n. 3.2)

Big,n—1 =1, paratodo 1 <i<n. (3.3)

Para garantir que um valor aparece exatamente uma vez em cada camada sdo

utilizadas as restri¢des (3.4) e (3.5), respectivamente.

n
Y Bijx=1, paratodo 1 <i<n,0<k<n. (3.4)
j=1
n
ZBijk:I,paratodolgjgn,0§k<n. 3.5)
i=1

Essas restri¢Oes sao gerais para os trés modelos. A seguir estdo todas as restri¢des que
especificam as operacgdes de transposicdo. A restricdo (3.6) garante que se a k-€sima transposi¢ao
ndo alterar a permutacdo, entdo nenhuma das transposi¢des seguintes poderao altera-la. Para

garantir que apenas uma transposi¢ao seja usada a cada iteragdo, € utilizada a restri¢ao (3.7).

tr <tg_1, paratodo 1 <k < n. (3.6)

n n+1

n—1
Z Z Z tabek < Iy, paratodo 1 < k < n. (3.7)
a=1b=a+1c=b+1

As restri¢des (3.8), (3.9) e (3.10) lidam com as modificacdes na permutagdo causadas

por uma transposicdo p(a,b,c). A andlise é dividida em trés casos:
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1. i <aoui>c: posi¢des sio inalteradas por p(a,b,c).

n—1 n n+1 n—1 n i
Yo Y Y twat) Y Y twa+(1—0)+Biji1—Bijx <1,
a=i+1b=a+1c=b+1 a=1b=a+1c=b+1 (3.8)

paratodo 1 <i,j<metodo1<k<n.

2. a<i<a-+c—Db: apés p(a,b,c), estas posi¢des serdo ocupadas pelos elementos de indices

bac—1.

tabek + Bo—avijk—1 — Bijk < 1, (3.9)
I<a<b<c<n+la<i<a+c—b,1<j<nl1<k<n.
3. a+c—b<i<c:apbsp(a,b,c), estas posicdes serdo ocupadas pelos elementos de indices

aab—1.

tabek + Bo—ctijho—1— Bijk < 1,
(3.10)

1<a<b<c<n+la+c—>b<i<c,1<j<nl<k<n.

3.2 A Unified Integer Programming Model for Genome Rearrangement Problems

Lancia, Rinaldi e Serafini (2015) propdem dois modelos, sendo um de tamanho
exponencial. Ao contrdrio do que foi proposto por Dias e Souza (2007), cada um dos dois
modelos € genérico para o uso de qualquer tipo de rearranjo.

A seguir serdo apresentados conceitos em comum aos dois modelos.
3.2.1 Conceitos Basicos

Os dois modelos sao definidos a partir de um digrafo de camadas. Entre duas

camadas de vértices existem n?

arcos, n corresponde ao nimero de elementos da permutagdo 7,
ou seja, duas camadas consecutivas induzem um grafo bipartido completo, com cada camada
contendo n vértices. Cada arco conectando dois vértices i e j de camadas consecutivas representa
que o i-ésimo elemento de 7 passou para a j-ésima posicdo em 7. Assim, podemos dizer que os
arcos conectando os vértices da camada k a camada k + 1 representam as novas posi¢cdes dos
vértices apds o k-ésimo rearranjo.

O grafo possui L camadas de arcos e L+ 1 camadas de vértices, sendo L um limite

superior do problema e podendo ser calculado a partir de heuristicas presentes na literatura.
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Observe que a k-ésima camada de arcos representa o k-ésimo rearranjo que define as novas
posi¢cdes dos elementos da camada de vértices k+ 1. A primeira camada de vértices do grafo
representa a permutacao inicial 7z, e a ultima camada representa a permutacao identidade. Como
L ¢ um limite superior para o problema, a permutacdo identidade pode surgir antes da dltima
camada.

Lancia, Rinaldi e Serafini (2015) definiram um conjunto de rearranjos O a fim de
manter o modelo geral para qualquer tipo de rearranjo. Cada elemento u € O representa um
rearranjo que pode ser realizado para sair da camada k para a k+ 1. Esses rearranjos sdo definidos
como conjuntos de arcos, sendo que cada arco (a,b) € u representa que o vértice na posi¢do a da
camada k passard para a posi¢do b na camada k + 1. Consideramos que O = { Lo, i1, ..., ln }, tal
que Uo € o rearranjo nulo, ou seja, o = {(1,1),(2,2),...,(n,n)}. O rearranjo nulo é necessario

devido ao fato de que a permutagdo ordenada pode aparecer antes da ultima camada.
3.2.2 Modelo Basico

Sejam 7 uma permutagdo com n elementos, D = (V,A) o digrafo de camadas com
camada inicial definida a partir de 7, e O o conjunto de rearranjos mapeados a partir da
permutacdo 7. O modelo possui varidveis associadas a caminhos de D, que o torna um modelo
exponencial, e varidveis associadas ao uso dos rearranjos em O.

O conjunto de caminhos P(i) em D iniciam no vértice i da primeira camada e
terminam no vértice 7; da dltima camada. Sendo assim, atribuimos a cada caminho em P(i)
uma varidvel bindria xp, que indica se o caminho P estd ou ndo na solucdo. Note que o caréter

L caminhos.

exponencial do modelo estéd no fato de que existem n

A variavel bindria zllfl, parak € {1,--- L} e u € O, representa se o rearranjo U foi
utilizado na camada k de D. Podemos interpretar zllfl como a ativac¢ao do conjunto de arcos U na
camada k.

A funcdo objetivo do modelo pretende minimizar o nimero de opera¢des nao nulas

utilizadas na solu¢do (3.11). O modelo completo € descrito como:

L
mn) Y (3.11)
k

=lpe0—{uo}
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sujeito a:
Y i =1vke{l,-- L} (3.12)
Ueo
Y xp=1Vie{l,- n} (3.13)
PeP(i)
n
Y xw»< Y g Va=(@ea (3.14)
i=1PeP(i)lacP  peo|(uy)en
2 <2t Vhke{l, - . L—1} (3.15)

2 €{0,1},xp >0, Vk € {1,---,L},Y1u € O,YP € UiP(i) (3.16)

A restricdo (3.12) exige que apenas um rearranjo seja usado por camada, ji a (3.13)
assegura que apenas um caminho partird de cada vértice da primeira camada. Os caminhos
utilizados em determinada camada devem pertencer apenas aos arcos ativadas naquela camada,
isso € definido em (3.14), sendo que A é o conjunto de todos os arcos possiveis no digrafo de
camadas que conectam um vértice da camada k a camada k+ 1. A restri¢ao (3.15) agrupa as
operacdes identidade nas ultimas camadas, reduzindo assim o ndmero de solu¢des redundantes
no espaco de solucdes. A ultima restricao (3.16) serve para definir a varidvel z como bindria, e

para que x tenha valores ndo negativos.
3.2.3 Modelo Compacto Baseado em Multicommodity Flow

Sao definidos dois tipos de varidveis: z e x. A varidvel bindria zﬁ, parak€{1,...,L}
en€0,tem zﬁ = 1 se o rearranjo u foi utilizado para ir da camada k para a k+ 1, assim como no
modelo bdsico. J4 a varidvel xX¢ | para cada k € {1,...,L}, cadafonte i € {1,...,n}, e cada (a,b)
representando um arco, tal que a pertence a camada k e b pertence a camada k + 1, representa,
por sua vez, a quantidade de fluxo da commodity i que passa pelo arco (a,b). A fungado objetivo

tem como intuito minimizar o numero de rearranjos nao nulos, ou seja:
L

mn) Y z (3.17)

k=1uc0—uy

As restri¢des do modelo sdo :

e Restricdes de saida de fluxo:
n
Y xi=1vie{l,...,n} (3.18)
j=1
e Restricdes de entrada de fluxo:

Lo=1vie{l,...,n} (3.19)
1

n

J
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e Restricdes de conservacio de fluxo:

= Y A =0 iae {1, n} Vke{2,... L} (3.20)
=1 j=1

J

Além dessas, temos as restrigdes (3.21), (3.22) e (3.23). Em (3.21) o objetivo é

garantir que apenas arcos que estao no rearranjo U, utilizado em determinada camada k, possam
ser utilizados. J4 (3.22) € utilizada para obrigar que os rearranjos nulos sempre fiquem nas

ultimas camadas. E (3.23) define que cada camada possui apenas um rearranjo (U utilizado.

n .

Yi< Y & Vabe{l,...n}Vke{l,.. L} (3.21)

i=1 neo|(a,b)en
gy < Vke{l,...,L—1} (3.22)
Y 4 =1,vke{l,...,L} (3.23)
Ueo

z, €40, 1},x5, >0, Vke {1,....L},Vu € 0,Vi,a,b € {1,...,n} (3.24)
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4 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

O trabalho foi planejado e desenvolvido em quatro macro etapas (Figura 6):
implementagdo dos modelos de Lancia, Rinaldi e Serafini (2015) e Dias e Souza (2007) (Etapa
1); criacdo de um novo modelo de programacao linear inteira com o uso de digrafo de camadas e
emparelhamentos perfeitos (Etapa 2); compara¢do experimental dos modelos (Etapa 3);
propostas de melhorias nos modelos (Etapa 4). E importante notar que as Etapas 3 e 4
aconteceram de forma iterativa, sendo que cada proposta de melhoria € acompanhada por outra
fase de realizacdo de testes e andlise de resultados.

Na Figura 6 cada subconjunto de passos estd em uma etapa. As Etapas 3 e 4
aconteceram varias vezes no decorrer do desenvolvimento do trabalho. Como todos os testes
usam as mesmas instancias, o passo de preparacao de instancias (Etapa 3) ocorreu apenas uma

VEZ.

4.1 Implementacido dos Modelos de Lancia, Rinaldi e Serafini (2015) e Dias e Souza

(2007)

Inicialmente, foi implementado o modelo compacto baseado em Multicommodity
Flow definido por Lancia, Rinaldi e Serafini (2015) e apresentado na Se¢do 3.2. Esse modelo
foi escolhido por ter um nimero polinomial de varidveis e restricdes em relagdo a entrada do
modelo. Em seguida, foi implementado o modelo especifico para transposi¢des apresentado na

Secao 3.1 e definido por Dias e Souza (2007).

4.2 Criacao de um Novo Modelo com Emparelhamentos Perfeitos

A ideia principal dessa etapa foi utilizar-se dos conceitos de digrafo de camadas e
emparelhamentos perfeitos para a criagdo de um novo modelo de programacao linear inteira. A

definicao do modelo, com suas varidveis e restri¢des, € apresentada na Secdo 5.1.

4.3 Comparacao Experimental dos Modelos

Para a etapa de comparacdo, as instancias de teste foram divididas em trés grupos,
sendo que os dois primeiros grupos seguiram os seguintes padroes: X = (nn—1n—2 ... 21);
enY =(nn—2...21 ... n—3n—1). Para o dltimo grupo, foram criadas instincias aleatérias

para cada tamanho.



Figura 6 — Fluxograma dos Procedimentos Metodolégicos.
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Nessa fase, também houve a preparacdo do servidor em que os testes foram
executados e definicao do tempo limite de duas horas para execugdo de cada instancia de teste.
Ap6s a preparacdo do servidor, todos os trés modelos foram submetidos a testes com o intuito de
compard-los com relagdo ao tempo de execugdo e quantidade de instancias resolvidas. Entdo, os
resultados dos testes foram analisados a fim de descobrir qual modelo consegue resolver

instancias com o maior tamanho de entrada.

4.4 Propostas de Melhorias nos Modelos

Ao modelo com melhores resultados da etapa anterior, foi aplicada a técnica de
Relaxagdo Lagrangeana apresentada na Secdo 2.4. Além disso, foram propostas melhorias a
partir da adi¢do de desigualdades vélidas aos modelos. Ao final de cada um dos dois passos,
foram realizados novos testes para comparacao entre os modelos com e sem as desigualdades

validas.
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S DESENVOLVIMENTO E RESULTADOS

A primeira etapa deste trabalho envolveu a implementa¢dao dos modelos apresentados
nos trabalhos relacionados. Detalhes da implementacdo serdo apresentados na Se¢do 5.2, em que
serdo apresentados os testes desses modelos e do novo modelo criado.

A seguir sdo apresentados detalhes sobre o desenvolvimento deste trabalho. A
Secdo 5.1 apresenta a defini¢cdo do novo modelo. A Secdo 5.2 descreve a realizacdo dos testes
de comparacdo dos modelos. A Secdo 5.3 descreve os passos para a aplica¢io da técnica de
relaxacdo lagrangeana. Por dltimo, a Sec@o 5.4 apresenta a definic@o e adicdo de desigualdades

validas aos modelos, e reexecucao dos testes.

5.1 Proposta de Modelo Baseado em Emparelhamentos Perfeitos

A partir dos conceitos de digrafo de camadas (Subse¢do 2.1.3) e emparelhamentos
perfeitos (Subsec¢do 2.1.1), foi criado um novo modelo que serd apresentado a seguir.

Considere a seguinte notacgao:

e T} € um conjunto com as transposicdes possiveis no nivel k;

e V; é um vetor que contém os vértices no nivel k;

e M; é um emparelhamento perfeito que representa os arcos da solucao no nivel k;

e O emparelhamento identidade é denotado por M*;

e [ ¢ um limitante superior para o problema;

e A varidvel bindria B; j; denota se o arco ij estd presente no emparelhamento do

nivel k:
1, se(i,j) € My,
Bijk = '
0, caso contrario.

e A varidvel bindria #; denota se o emparelhamento de uma camada € distinto do

emparelhamento identidade:

1, se M # Mx,

0, caso contrario.

A formulacdo consiste em transformar a permutacdo 7 na permutagdo o, onde
o pode ser interpretado como a permutacao identidade na implementa¢do do modelo. Assim,
consideramos um digrafo de camadas, em que a primeira camada de vértices possui a permutagdo

7 e a tltima camada de vértices corresponde a permuta¢do ¢. Usaremos o limite superior L como
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limitante da quantidade de camadas de arcos, pois cada camada representa uma transposicao.
Desse modo, temos um digrafo de camadas com L+ 1 camadas de vértices e L camadas de arcos.

O modelo € definido como:

minitk (5.1)
k=1
sujeito a:

Y Biju=1VjeV,Vke{l,. . L} (5.2)

i€V
Y, Bij=1,VieVi,Vke{l,...,L} (5.3)

JEVi-1
Bior = 1,Yi €V, Vo, € Vi 4y (5.4)
M, € T,UM* Yk e {1,...,L} (5.5)
th =1, M, € Ty, Yk e {1,...,L} (5.6)
=0, My=M"Vke{l,...,L} (5.7)
e <tip1,Vke {1,...,.L—1} (5.8)
t € {0,1},Bijx € {0,1}, Yk € {1,...,L} (5.9)

Para facilidade de entendimento do modelo, algumas restricdes apresentadas nao
sdo lineares. A transformacdo dessas restricdes ndo lineares para restricoes lineares foi feita
com a utilizacdo da biblioteca do solver CPLEX da IBM (CPLEX, 2009). Para garantir que os
arcos da solu¢do formem emparelhamento perfeitos em cada camada de arcos, usamos (5.2) e
(5.3). A restri¢cdo (5.4) forca que a ultima camada de vértices possua a permutagcdo . A (5.5)
garante que sempre utilizamos operacoes vdlidas para cada camada, e (5.6) e (5.7) definem o
valor da varidvel ;. A dltima restricao (5.8) agrupa as operacdes identidade nas dltimas camadas,
reduzindo assim o nimero de solucdes redundantes no espaco de solucdes.

Como funcao objetivo, queremos minimizar o nimero de operagdes nao nulas

utilizadas (5.1). Note que se My # M*, entdo t; = 1.

5.2 Comparacao Experimental dos Modelos

Utilizando-se da linguagem C++ e da biblioteca do solver CPLEX da IBM (CPLEX,
2009), foram implementados os modelos definidos por Lancia, Rinaldi e Serafini (2015) e Dias e
Souza (2007), assim como o novo modelo apresentado na Sec¢do 5.1. Para estimar o nimero de

camadas do grafo (L), foram utilizadas as heuristicas apresentadas por Dias e Souza (2007).
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Os testes foram realizados em um servidor com um processador octacore de 3,0GHz,
8GB de RAM e executando o sistema operacional Ubuntu 14.04.3. As instancias de teste
utilizadas eram de trés formas: i) X, tal que 71X = (nn—1 ... 1); ii) nY, tal que nY =
(nn—2...21 ... n—3 n—1); iii) permutagdes aleatérias. As instdncias 7X e wY foram
escolhidas por serem familias de permutagdes conhecidas (DIAS; SOUZA, 2007). Para todo
7 € X, w possui n— 1 breakpoints. Ja para todo & € wY de tamanho n, se n € par, entdo 7 possui
n — 1 breakpoints, caso contrario 7 possui n — 2 breakpoints. Foi estipulado o tempo limite
de duas horas para execucao dos testes, sendo abortadas as instancias que nao conseguissem
executar nesse tempo. Para os testes com instancias aleatdrias, foram geradas cinco instancias
para cada tamanho de entrada, sendo que sdo apresentados o tempo médio para cada tamanho de
entrada. Os testes posteriores utilizaram o mesmo servidor e as mesmas instancias de teste. Os
resultados sao mostrados nas Tabelas 1, 2 e 3.

E importante notar que a biblioteca do CPLEX calcula a soma do tempo de uso de
cada nucleo do processador (CPLEX, 2009). Como o servidor possui oito nucleos, notamos
que na ultima instancia (Tabela 2), por exemplo, o0 modelo de Lancia, Rinaldi e Serafini (2015)
apresenta tempo de 55462,5 segundos, o que excede o tempo limite de duas horas, porém esse
valor reflete a soma do tempo de uso de cada nucleo e o tempo limite reflete o tempo real

decorrido desde o inicio até o fim da execugao.

Tabela 1 — Resultados dos testes utilizando permutacdes Y para os modelos de
Lancia, Rinaldi e Serafini (2015), Dias e Souza (2007) e a formulacdo
com emparelhamentos perfeitos.

Permutacdes ¥ = (nn—2...21...n—3n—1)

Tempo de CPU (segundos)
n Lancia, Rinaldi e Serafini (2015) Dias e Souza (2007) Emparelhamentos Perfeitos
2 0,01 0,01 0,01
3 0,01 0,01 0,01
4 0,02 0,01 0,04
5 0,02 0,04 0,15
6 0,77 1,19 0,85
7 0,90 1,48 3,60
8 8,84 25,99 1315,85
9 23,26 521,6 446,29
10 4558,68 21939,10 timeout
11 24627,00 timeout timeout
12 timeout timeout timeout

Fonte: Elaborada pelo autor.



Tabela 2 — Resultados dos testes utilizando permutacdes X para os modelos de
Lancia, Rinaldi e Serafini (2015), Dias e Souza (2007) e a formulagao
com emparelhamentos perfeitos.

Permutacdes 71X = (nn—1 ... 1)

Tempo de CPU (segundos)

Lancia, Rinaldi e Serafini (2015)

Dias e Souza (2007)

Emparelhamentos Perfeitos

0,01

0,01

0,10

0,47

5,77

27,97

446,02

3795,80
0 55462,50
1 timeout

— = 0 01NNk~ W3

0,01

0,01

0,01

0,33

2,02
101,19
7301,63
53355,00
timeout
timeout

0,01
0,01
0,23
1,37
45,20
3420,28
timeout
timeout
timeout
timeout

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 3 — Resultados dos testes utilizando permutacdes aleatrias para os
modelos de Lancia, Rinaldi e Serafini (2015), Dias e Souza (2007) e a
formulacdo com emparelhamentos perfeitos.

Permutacoes Aleatorias - Tempo Médio de Execucio

Tempo de CPU (segundos)
n Lancia, Rinaldi e Serafini (2015) Dias e Souza (2007) Emparelhamentos Perfeitos
2 0,01 0,01 0,01
3 0,01 0,01 0,01
4 0,01 0,01 0,01
5 0,125 0,14 0,13
6 0,68 0,45 3,38
7 9,315 7,57 114,47
8 31,31 287,29 1075,95
9 706,97 6391,27 384,09
10 5286,78 timeout timeout
11  39348,43 timeout timeout
12 timeout timeout timeout

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A partir dos resultados, conclui-se que, para as instancias utilizadas nos testes, o

modelo definido por Lancia, Rinaldi e Serafini (2015) tem melhores resultados do que os outros

dois modelos em todos os tipos de instincias, pois ele possui menores tempos de execucao, €

resolve instancias que os demais ndo resolvem dentro do limite de tempo estabelecido.
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5.3 Relaxacao Lagrangeana no modelo de (LANCIA; RINALDI; SERAFINI, 2015)

A partir do modelo baseado em multicommodity flow de Lancia, Rinaldi e Serafini
(2015), definido na Subsecao 3.2.3, construimos uma nova formulacao utilizando a relaxacao
lagrangeana.

Nossa decisao estratégica foi a exclusio da restri¢do (3.22) e relaxacdo das restricdes

(3.21) e (3.23), colocando-as na funcéo objetivo com multiplicadores 8 e o para (3.21) e (3.23),

respectivamente:
L L n n n )
min) ) zﬂ—i—Zak (1- Zzu +Y Y Y By - Y %) (5.10)
k=1pe0o|us#uy k= ueo k=la=1b=1 i=1 HEO|aben
L L n n )
=min) Y (@-odi— Y Bhag)-Y g+ Y a+Y Y Y Y B, (51D
k=1ueo a,bep k=1 k=1 k=1li=la=1b=1
L L L L n n n )
—min) Y (l-a— Y Byg—-Yd+Ya+y Y Y Y Bk .12
k=1ueco a,bep k=1 k=1 k=1li=la=1b=1

oy é livre, 5, > 0. (5.13)

Seja Eﬁ =l-og— Y B c]fb’ definimos o valor de z da seguinte forma:

a,beu
e Para u # o,
—k
& 1, se ey < 0
T ..
0, caso contrario.
e Para u = Uy,
_k o
K 1, se Cu 1<0
Ty =

0, caso contrario.

Podemos determinar as varidveis x incluindo a restricdo reduntante “capacidade

unitaria nos arcos’:
k .
Y v, <1, Vabe{l,...n}Vke{l,....L}. (5.14)

Formulacdes do lagrangeano com a propriedade de integralidade (poliedro com
vértices inteiros) fazem com que a relaxacdo lagrangeana forne¢a o mesmo limite da relaxagao
linear (remogao das restri¢des de integralidade das varidveis do modelo original) (BEASLEY,
1993). Para o multicommodity flow, ndo temos a propriedade de integralidade. Apesar de ainda
ser um problema NP-Completo (EVEN; ITAI; SHAMIR, 1975), ele pode ser resolvido para

instancias maiores do que as ja conseguidas nas outras trés formulacoes.
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5.3.1 Subgradiente

Nossa escolha titica € o uso do subgradiente para a escolha dos multiplicadores de

Lagrange. Definimos os subgradientes Gy para o e G’a‘b para 3 como:

Ge=1-Y 2, Vke{l,...,L}; (5.15)
uco
n
Gh,=Yx— Y . Vabe{l,.. n}vke{l,... L} (5.16)
i=1 UEO|abeu

O valor do passo T € calculado para cada subgradiente:

e(Zyp—Z72
I = (L;B),para o subgradiente Gy; (5.17)
Xio1 G
Zyp—Z
= €Zus—715) 5. para o subgradiente GZb- (5.18)

— VL k
=1 La—1 Lp—1(Ggp)
A partir dos valores dos subgradientes, atualizamos os valores dos multiplicadores

de lagrange, a cada iteracdo, da seguinte forma:

OCk<—(Xk+T1Gk,VkE{1,...,L}; (5.19)

k< max{0, B, + GY, Y, Va,be {1,... .n},Vk € {1,...,L}. (5.20)

Z1 g corresponde ao valor 6timo do lagrangeano e Zyp ao valor de limitante superior.
Utilizamos o algoritmo aproximativo de Dias (2012) para calcular o valor de Zp.

Apoés cada iteragdo, precisamos transformar a solu¢do do lagrangeano em uma
solucdo vidvel (heuristica lagrangeana). Para isso, a cada nivel k € {1,...,L— 1}, escolhemos
uma transposicao  tal que y possua a maior quantidade de arcos da solucao daquela camada.
Ap6s transformar a solucdo do lagrangeano em solugdo viavél, atualizamos o valor de Zyp caso
0 novo limitante seja melhor.

Iniciamos com o pardmetro € = 2, e adicionamos o parametro N = 30 para o limite
de iteracdes sem alteracdes no valor de Z; . A cada N iteracdes sem alteracdo de Z; g, o contador
¢ reiniciado e o valor de € € divido por 2. O fim do algoritmo se d4d com Z; g = Zyp ou € < 0,005.
Podemos realizar testes diferentes alterando o valor inicial de €, o valor da condi¢do de parada, e
o parametro N. Observe que se Z;p = Zyp € a solucdo do lagrangeano for vidvel no problema

original, entdo ela também € 6tima no problema original.
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5.3.2 Implementacdo e Testes

A formulacdo do problema relaxado foi implementada como um programa linear e
solucionado com o solver CPLEX. Para as instancias de teste e parametros que o lagrangeano foi
submetido, seus resultados ndo conseguiram melhorar os limitantes inferiores apresentados na
Subsecdo 2.2.2. Portanto, novos testes foram realizados, em que novos valores foram utilizados
para os parametros do subgradiente. Porém, mesmo com os ajustes, o lagrangeano nao conseguiu
melhorar os limites inferiores fornecidos na literatura. Dessa forma, os resultados nao foram

reportados.

5.4 Inclusido de Desigualdades Validas

Nesta Secdo, sdo apresentadas trés desigualdades vélidas para o problema, como elas
sdo inseridas em cada modelo estudado neste trabalho, e apresentacdo e discussao dos resultados
experimentais comparados aos dos modelos originais.

Para todo 7, definimos a sua permutacio minima, 7,,,, como a permutacio gerada
a partir da substitui¢ao de todas as strips de m por um dnico elemento, e excluindo qualquer
strip inicial que inicie com 1 e qualquer strip final que termine com n (CHRISTIE, 1998).
Christie (1998) demonstra que para toda permutacio 7 € sua permutagdo minima 7, temos
que d(m) = d(m,). Dias (2012) apresenta o seguinte procedimento para a geragio de uma
permutagdo minima de 7:

1. Caso a primeira strip inicie com 1, remover a primeira strip;

2. Caso a ultima strip termine com n, remover a Ultima strip;

3. Para cada strip, substituir a strip pelo seu elemento de menor valor;

4. Mapear a permutagdo gerada em uma permutagdo vélida.

Por exemplo, considerando 7 = (4 56 3 1 2 7), geramos 7,, = (3 2 1) com os
seguintes passos:

1. A permutacdo 7 possui 3 strips:
Tm=(456e3012e7)

2. A primeira strip ndo pode ser removida, pois ndo comeca com 1. Podemos

remover apenas a ultima strip que termina com n = 7:

Tm=(45603012)
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3. Para as trés strips restantes, substituimos cada uma pelo seu menor elemento:
Tm=(4e3e1)
4. Mapeamos a permutagdo do passo anterior para gerar uma permutacao valida:
Tm=(321)

Essa redugao nos traz a possibilidade de inserirmos trés restricdes (desigualdades
validas) nos modelos estudados:
1. Fixar a strip inicial, caso ela exista;
2. Fixar a strip final, caso ela exista;
3. Definir movimentos adjacentes para todas as strips.
Podemos definir um movimento adjacente da seguinte forma: para qualquer strip
(i ... j) que possua mais de um elemento, onde 1 <i < j < n, se o elemento z passar para a

posicdo a apds um rearranjo, entdo o elemento z+ 1 passard para a posi¢ao a + 1, para todo

ze€{i,...,j—1}
5.4.1 Modelo de Lancia, Rinaldi e Serafini (2015)

Dada uma permutagdo 7, considere o vetor ord de tamanho n, onde ord[m;] = i
para todo i € {1,...,n}. O vetor ord é responsével por guardar os indices da permutagio
7 de forma que os valores de 7 naqueles indices estejam ordenados de forma crescente, ou
seja, Mypq)i] < Torq[i41) Para todo i € {1,...,n—1}. Esse vetor ¢ ttil para determinar se duas

commodities estdo em uma strip. Sendo assim, podemos definir as desigualdades validas como:

Y bl <ol e 1, L 1) (5.21)
a=1
n

XI; ;)lrd[ nj < xk+1 ordn Vk e{l,.. —1} (5.22)
a=1

n
k, ()rd[ k,ord| H—l] k—l—l,ord[i] k+1,0rd[i+1]
Z + Z dbrl T S X b +2,
a=1 a=l (5.23)

vb,b'ie{l,....n—1}Vke{l,....L—1}
A restri¢do (5.21) garante que caso exista a strip inicial em determinada camada,
a strip inicial ndo mudard de posi¢do nas proximas camadas. Ja a (5.22) garante que caso

exista a strip final em determinada camada, a strip final ndo mudara de posi¢ao nas préximas
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camadas. Entretanto, as restri¢des (5.21) e (5.22) dependem da restricdo (5.23) para funcionar
adequadamente, pois elas duas fixam apenas o primeiro elemento da strip inicial e o dltimo
elemento da strip final, respectivamente, e a (5.23) ird fixar as strips inteiras nas camadas
seguintes. A restricdo (5.23) garante que toda strip formada em uma determinada camada sempre

fard movimentos adjacentes.
5.4.2 Modelo de Dias e Souza (2007)

Para o modelo de Dias e Souza (2007), podemos definir as trés desigualdades vélidas

COmo:

Bl,l,kSBLLk—Q—la\V/kE 1,...,n—2 (5.24)
Bn,n,k < Bn,n,k—H Vkel,....on—2 (5.25)

Bijk+Bit1j+1k+Bjjke1 < Byt jrike +2,

Vi, j,j e{l,....n—1}Vke{0,...,n—2}

(5.26)

De modo similar as restricdes adicionadas ao modelo de Lancia, Rinaldi e Serafini
(2015), as restricoes (5.24) e (5.25) fixam, caso existam, a strip inicial e a strip final,
respectivamente. A (5.26) define movimentos adjacentes em strips. As restri¢oes (5.24) e (5.25)

dependem da restri¢do que define movimentos adjacentes.
5.4.3 Modelo com Emparelhamentos Perfeitos

Considere abs como uma fun¢@o que retorna o valor absoluto de uma expressao.
Para facilitar a compreensao, utilizaremos a funcdo abs para representacdo das desigualdades
validas. A conversdo dessa fun¢@o para uma restricao linear pode ser feita com a adi¢ao de
varidveis extras. Como Vj representa o vetor contendo a permutacdo da camada k, utilizaremos a

notagdo Vi[a] para representar o elemento na posi¢ao a da camada k. Sendo assim, temos:

1 —abs(Vk[l] — 1) < b1717k+1,Vk S {1, o, L— 1} (5.27)
1 —abs(Vi[n| —n) < bpppi1,Vke {1,...,L—-1} (5.28)
abs(Vili+ 1] = Vili] = 1) > bi j 1 — bit1,j+14+15

(5.29)
vi,je{l,....n—1}Vke{l,....L—1}
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Como nos modelos anteriores, as restri¢des para fixacao de strip inicial (5.27) e strip

final (5.29) dependem da restricdo de movimentos adjacentes (5.29).

5.4.4 Implementagdo e Testes com as Desigualdades Vilidas

Ap6s a implementacao das desigualdades vélidas nos trés modelos, foi realizada

uma nova etapa de testes. Os resultados sdo apresentados nas Tabelas 4, 5 e 6.

Tabela 4 — Resultados dos testes utilizando permutac¢des 7Y para os modelos com
desigualdades validas.

Permutacdes ¥ = (nn—2...21...n—3n—1)

Tempo de CPU (segundos)
n  Lancia, Rinaldi e Serafini (2015) Dias e Souza (2007) Emparelhamentos Perfeitos
2 001 0,01 0,01
3 0,01 0,01 0,01
4 0,01 0,01 0,03
5 0,01 0,01 0,01
6 023 0,32 0,59
7 095 0,38 1,12
8 33,79 12,44 89,19
9 73,16 17,09 1033,07
10 22269,20 10291,00 50683,50
11 53414,50 timeout timeout
12 timeout timeout timeout

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 5 — Resultados dos testes utilizando permutagdes £X para os modelos com
desigualdades validas.

Permutacdes 71X = (nn—1... 1)

Tempo de CPU (segundos)
n Lancia, Rinaldi e Serafini (2015) Dias e Souza (2007) Emparelhamentos Perfeitos
2 0,01 0,01 0,01
3 0,01 0,01 0,01
4 0,05 0,02 0,03
5 0,30 0,16 0,55
6 3,33 1,11 8,59
7 50,77 43,56 3367,00
8 1816,25 1356,56 10367,00
9 6487,02 53550,00 timeout
10 50462,50 timeout timeout
11  timeout timeout timeout

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 6 — Resultados dos testes utilizando permutacdes aleatérias para os
modelos com desigualdades validas.

Permutacoes Aleatdrias - Tempo Médio de Execucao

Tempo de CPU (segundos)
n Lancia, Rinaldi e Serafini (2015) Dias e Souza (2007) Emparelhamentos Perfeitos
2 0,01 0,01 0,01
3 0,01 0,01 0,01
4 0,01 0,01 0,01
5 0,14 0,03 0,26
6 0,88 0,29 3,58
7 24,74 2,48 110,40
8 29,18 7,22 4657,00
9 1549,56 1152,31 1849,00
10 21106,00 54211,71 timeout
11 50420,83 timeout timeout
12 timeout timeout timeout

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ao comparar os resultados entre as implementagdes originais e as implementacgdes
com desigualdades vélidas, percebemos melhoras no modelo de Dias e Souza (2007), para todas
as instancias testadas. No modelo baseado em emparelhamentos perfeitos, nota-se melhoria
nas instancias 7X e 7Y, mas um aumento no tempo de execucdo para instancias aleatorias.
No modelo de Lancia, Rinaldi e Serafini (2015), constatamos que na maioria dos casos as
desigualdades validas aumentam o tempo de execu¢do. O modelo de Lancia, Rinaldi e Serafini
(2015) continou sendo o que resolve instancias de maiores tamanhos, apesar que a quantidade de
instancias resolvidas tenha permanecido a mesma.

Para facilitar a visualizacdo nas mudancas entre as versdoes dos modelos, foram
criados os Gréficos 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9. O eixo y dos gréficos (Tempo de CPU em Segundos)

estd em escala logaritmica para melhor visualizacdo da variacao de valores.

Grafico 1 — Grafico de Comparacao do Modelo de Lancia, Rinaldi e Serafini (2015) com
Instancias Y.

o W Original
o Com Desigualdades Vilidas
10k

1000

100 P

Tempo de CPU em Segundos

Tamanho da Permutagao

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Grafico de Comparagdo do Modelo de Dias e Souza (2007) com Instancias wY.
W Original
10k M Com Desigualdades Validas

g

g

Tempo de CPU em Segundos
- =1

01

2 4 6 8 1n

Tamanho da Permutagdo

Fonte: Elaborado pelo autor.

Gréfico de Comparacdo do Modelo Baseado em Emparelhamentos Perfeitos com
Instancias Y.

W Original
10k B Com Desigualdades Vélidas

g

g

Tempo de CPU em Sepundos
- =

0.1
0.01
2 4 3 & 10

Tamanho da Permutagio

Fonte: Elaborado pelo autor.

Gréfico de Comparacdo do Modelo de Lancia, Rinaldi e Serafini (2015) com
Instancias wX.

W Original
10k M Com Desigualdades Validas

g

g

Tempo de CPU em Segundos
- =

01

2 4 6 8 10

Tamanho da Permutacdo

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Grifico de Comparagdo do Modelo de Dias e Souza (2007) com Instancias wX.

M Original

10k M Com Desigualdades Validas

g

g

Tempo de CPU em Segundos
~ s

2 4 6 8 10

Tamanho da Permutagdo

Fonte: Elaborado pelo autor.

Gréfico de Comparacdo do Modelo Baseado em Emparelhamentos Perfeitos com
Instancias 7wX.

10k W orniginal

M Com Desigualdades Validas

1000

Tempo de CPU em Sepundos

01
0.01
2 3 4 5 6 7 8

Tamanho da Permutagio

Fonte: Elaborado pelo autor.

Gréfico de Comparacdo do Modelo de Lancia, Rinaldi e Serafini (2015) com
Instancias Aleatorias.

100k MW original

M Com Desigualdades Validas
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2 4 6 a8 10

Tamanho da Permutagdo

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Gréfico de Comparacdo do Modelo de Dias e Souza (2007) com Instancias

L .
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Grifico de Comparacdo do Modelo Baseado em Emparelhamentos Perfeitos com
Instancias Aleatdrias.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve o objetivo de criar um novo modelo de programacao inteira
para o problema de rearranjo de genomas, assim como comparar 0 novo modelo com os
existentes na literatura e propor melhorias aos modelos através da adi¢ao de desigualdades
vdlidas. Conseguimos alcangar parcialmente o objetivo do trabalho, sendo que um novo modelo
foi criado, porém esse modelo ndo possui melhores resultados dos que os j4 existentes. Além
disso, constatamos que o modelo definido por Lancia, Rinaldi e Serafini (2015) tem melhores
resultados dentre os trés modelos que consideramos neste trabalho.

Como subprodutos, conseguimos criar desigualdades validas para os modelos a
partir dos resultados de Christie (1998), atualizar os limitantes utilizados nos modelos com os
resultados de Dias (2012), e aplicar a técnica de relaxagdo lagrangeana no modelo de Lancia,
Rinaldi e Serafini (2015), mesmo sendo ineficaz na pratica.

Como ndo se conseguiu melhores resultados utilizando programacao linear inteira,
uma possibilidade interessante é a continuacdo desse trabalho utilizando programac¢do por
restricoes. Em Dias e Dias (2009) foram realizadas implementa¢des de modelos de programacgao
por restricdo, e ao final foram executados testes comparando essa abordagem com a de
programacao linear inteira utilizando o modelo de Dias e Souza (2007). Como conclusdes, Dias
e Dias (2009) apresentaram que a nova abordagem conseguiu melhores resultados que o modelo
de programacao linear inteira. Uma possivel direcdo de trabalho € a implementacdo de modelos
de programac@o por restricdo baseados no digrafo de camadas, e a comparacdo com os modelos
de programacdo linear inteira. Outra direcdo de trabalhos futuros é a modelagem do problema de

rearranjo de genomas envolvendo outros tipos de rearranjos.
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